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记 器 


0 记 移 对 值 不 大 克 1 的 数 ; < 坊 正 常数 ; ç REENDER. 

党 B >>0 R, A&B 是 指 |4| < c B. 

TAR S 的 值 所 成 的 集合 完全 定义 ， 任何 < H 项 之 和 ,其 每 员 此 属於 所 襄 之 集合 者 ， 以 
ERS SEZ. 

对 故 满 足 休 件 0 < B — 4 < 之 实数 ARB, RR A<z<B (mod 1), A< z < B 
(mod 1), 4 < z < B (mod 1), Á < z < B (mod 1) 分 别 硼 示 对 区 某 整 数 ,我们 有 

A+)h<z<B+)b A+A<z<B+A A+hk<z&B+k; 
| 4 + <z<B+'!;. 

HARR r, a (z) 表示 + 的 分 数 部 分 , 郎 x 一 [z] ,而 记号 (x) RUS * 到 其 最 近 整 
数 的 上 距 艺 ;部 min ((x), 1 — (z)). 

FE Q(4) EEB d 的 来 办 于 的 个 数 ; a 是 大 从 1 MERR v 一 二， 

所 月 《< 整 点 9 是 指 座 标 肯 角 有 理 整 数 之 周 ， 


AA r 


HARRESA —, HENNETRZTEY Kerse) ZER 
建立 各 种 规律 . BEREE WO > 次 元 空间 中 ,属於 所 与 集合 8 内 的 整 点 (n, 
*r) 对 应 的 画 数 值 . 过 集合 可 以 是 由 > 次 元 空间 中 所 有 的 整 点 所 硼 成 ,也 可 以 是 其 
中 由 某 些 人 条件 所 规定 的 一 部 份 所 组 成 (例如 由 不 等 式 和 > 0 z, > 0, rr" z, < N 
所 规定 的 一 部 份 或 座 标 此 篇 素数 的 点 所 成 的 一 部 分 等 等 )， 

车 把 某 种 限制 加 於 画 著 fx1,…, z) 或 集合 Q, RER EERE DEMA Hy f 
题 得 到 各 种 各 榜 比 较 特 殊 的 问题 ， 我 们 现在 从 台 些 问题 自 哆 出 三 个 在 数论 中 非常 重 
要 的 问题 . 过 殉 个 问题 不 仅 在 问题 的 提 法 上 有 相似 之 三 ; 即 在 我 们 用 来 解决 逼 些 问 
题 的 方法 上 也 有 很 多 共同 的 地 方 。 带 方 法 是 我 在 1934 年 发 现 的 ; 在 1937 年 ,我 
便 初 次 党 荚 把 它 作 有 系统 的 代 述 . H, 过 个 方法 又 经 过 了 重大 的 修改 ,个别 的 结 
果 简 化 改进 得 很 属 害 。 本 书 下 即将 对 我 的 方法 及 其 在 所 述 三 个 问题 .上 的 应 用 答 和 与 
一 个 新 的 改善 了 的 说 明 ， 

我 们 现在 来 对 所 述 的 三 个 问题 作 一 个 比较 详 和 区 的 描写 。 顺便 也 敏 述 一 下 罕 们 
发 生 的 简短 历史 ,说 一 下 在 我 1934 年 的 方法 出 现 之 前 用 来 解决 各 些 间 题 的 方法 . 

1. 指数 画 数 


f(x1, aar x) = E RIP (firni) 
的 值 的 分 体 问 题 非常 重要 , RA F(x1,…, z.) Jt—B E St; A Q 中 点 的 数 
g s= > ONE x,) Ti > 2 a 
2 O 


HPE |S) 的 .上 界 也 是 吉 些 问题 囊 一 个 很 主要 的 问题 . HR 人 *1,…, z.) 的 每 一 
侦 值 的 移 对 值 此 等 於 1， 值 的 个 数 等 於 T. 因此 , St S RAA 平凡 估 值 ” 


sl<7, 


而 在 示 详 ,等 号 成 立 的 充分 和 必要 的 人 条件 是 画 数 F(x1,，…, z.) 的 一 切 值 此 上 其 有 同一 
分 数 部 份 。 然而 ,对 於 殿 常 广泛 的 许多 种 男 数 F(x1,…, ar) 及 集合 8 来 说 ,是 有 可 
BESH |5| 建立 起 比 所 珊 的 平凡 舍 值 来 得 撼 比 精 硒 的 上 界 , 即 形 如 
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[S| < Ty 
的 上 界 , 此 不 的 y 随和 集合 8 中 点 数 T 的 增 大 及 图 数 Ferr) 的 形状 可 能 同时 
发 生 的 狗 化 而 趋 於 雳 。 使 得 过 样 的 上 界 鳞 平 凡 估 值 区 别 开 来 的 过 一 因子 y, 我们 将 
HLA “ 低 化 因子 ” (ronmkaroumnú MHoxmTerb), 

我 们 只 群 细 讨论 形 如 

> C2xiF (z) 
的 和 数 ,在 过 圳 ,就 x 所 求 的 和 傈 展 布 於 某 一 区 间 0 < > < 0 + P 内 的 一 切 整 数 或 
这 些 整 数 的 某 一 部 份 . 半 样 的 和 数 是 和 数 S 当 r= l 时 的 特别 情形 . 


ç 一 A q ; D(X) = ax" + ° + aí x (1) 


的 和 数 已 经 研究 得 非常 好 ， a 3 q > 0, (as,'`'",ai,q) = 1. 过 种 形状 的 第 一 个 不 平 
凡 的 和 数 , 即 形 如 


e “; (aq)=1 


x=0 


的 和 数 逮 是 高 斯 由 MERHABA, 因而 有 “高 斯 和 数 之 名 ， 估计 和 数 (1) 的 
最 精确 最 一 般 的 方法 是 由 莫 德 鲜 (Mordel 中 ) 所 得 出 的 ,对 於 素数 gq， 他 得 到 了 估 值 


$ «gq, 
RARE RERE. 全 经 得 到 了 估 值 
S < 了 


然而 ,对 亦 无 限 多 的 情形 ， 合 面 吉 一 佑 值 已 经 不 可 能 再 有 重大 的 改进 ; 可 以 指出 无 限 


， 多 的 数值 4g， 对 於 其 中 每 一 个 (本 书 第 二 章 引 理 4)， 所 有 形 如 


n 
en -AX 
1 2— 


s= 51 “; (aq)=1 (2) 
HRES go. 
这 用 与 我 们 用 来 估计 和 数 〈2) 的 方法 相近 的 方法 ,我们 也 可 以 估计 和 数 


gqg—1 2r 
q 


q—1 
e ;DYXz)); f(z) = a,z" + e t az + bito + … + bmt, 
0 *=0 


ii 


x 
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EEP or,…,41，b1,…,bm 是 整数 ，xo 是 由 xxo 三 1 (mod 2) MRE, X 则 是 关於 
模 q 的 非 主 特征 . 利用 类 似 的 方法 ,我 们 也 可 以 估 放 许多 别 的 和 数 . 在 本 书店 我 
们 不 考虑 过 一 类 的 和 数 ””… ， 

更 一 般 形式 的 和 数 


Q+P—1 
S= > e2miF (a) ， F(x) = a,x" 十 … + ajx (3) 
x=Q 


EERS iB KA Q 和 P 是 整数 ，P > 0, Hj asta MERER. LH) 
(H. Weyl) 48) y ARAR EER A E; 因此 , BES THSR 82 外 三 和 数 ”. 
HAARA 2543 Bh EENAA BB 23322 pis F(x) 的 首 项 傈 数 所 作 的 
近 巡 有关 . ax 

a 0t 


u E (a,q) = 1; q> 0,22 1. 
HI 148 775 z eA 1 
IS| <Py; y &P(P7l + rgt + PH L gP p= == (4) 


要 想 更 清楚 地 表示 出 过 一 估 值 的 精确 度 , 我 们 现在 来 考 碟 一 种 特殊 情况 : qP, 

¿= 1. 根据 所 说 的 估 值 ,利用 简单 的 计算 ,我 们 容易 得 出 
SL PY PKT pep 8. (5) 

数 。 可 以 取得 很 小 ,使 得 它 在 与 p 上 比较 起 来 简直 和 无 足 轻 重 ， Aa P WREEK, A 
时 也 分 q 按 某 种 规律 增 大 . 则 低 化 因子 yY” 将 趋 於 0， 而 其 接近 於 0 B938 FRIA 
p' 大 到 何 种 程度 坊 畏 移 。 但 当 n AKR, 关於 sn LEA 2 " BJ p” RRR 
e 0. 因此 ,关於 大 数 n, tiii (5) 非常 粗糙 . 

ERRE (第 六 章 ), 渤 用 我 的 方法 ,我 们 对 於 外 病 和 数 得 出 了 新 的 估 值 ,根据 遂 
一 估 值 , 估 值 《5) 中 的 数 p” 可 以 用 数 


a CEEE 
来 代替 ， 
当 n 增 大 时 ,关於 n LER (lnn) 的 数 p1!， 其 趋 於 0 的 速度 比 p 来 
得 无 比 的 慢 , 因 此 , 当 ”很 大 时 ,用 pi RE P， 将 给 估 值 (5) 以 更 无 比 的 精确 佑 值 ， 
我 估计 外 三 和 数 的 方法 的 一 些 有 成 就 的 人 释 体 , 是 由 万 " 德 泵 * 科 锁 普 特 (van der 
Corput) (过 一 释 体 是 在 1936 年 大 月 寄 来 的 借 豆 通知 我 的 ) 和 B. 林 尼 克 (1942 年 ) 


d 
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HÉ BERR, RARR ARKE HER MIDR ARD 004985. 

和 数 (2) 也 属於 所 述 特殊 情形 2< P, = 1 的 外 泵 和 数 (此 时 0=0, P=4, 
F(x) = 避 -), 如 我 们 上 面 所 说 ,对 於 其 中 无 限 多 的 和 数 , 等 号 5 = g = aq 成 
w. 后 面 道 一 事实 已 经 指出 ,在 公式 (5) 中 , 数 p' 已 经 不 可 能 用 任何 大 於 v=! 
的 数 去 代替 , 因 篇 对 从 无 限 多 的 和 数 (2)， 肖 样 的 估 值 已 经 不 正确 . 

EBRA, EARM, ifi (5) 中 的 数 P” 可 以 用 数 v 一 。 来 代替 ,好 像 是 很 
可 能 的 。 过 一 膝 测 乃 是 一 个 更 普 逼 一 些 的 腹 测 , 序 估 值 (4) 中 的 数 p 可 以 用 数 v 
来 代替 的 一 种 特别 情形 。 利用 我 的 方法 底 进 一 步 的 改进 〈 或 用 任何 别 的 方法 )， 和 后 
面 道 一 腑 测 的 茜 实 或 否定 看 来 很 有 希望 . 

然而 , 序 使 道 样 的 腾 测 已 经 落实 , 由 此 到 过 外 儿 和 数 估 值 问 题 的 完全 分 人 满意 的 
MREFA. 下 述 非 常 简单 的 研究 部 可 使 我 们 相信 过 一 点 ， w C Ñ 1…， 
n 中 的 任 一 数 , 又 设 O, P 以 及 多 项 式 F(x) 的 所 有 傈 数 , 除 a 之 外 ,此 篇 已 知 . B 
a 由 0 增 到 1. 则 和 数 (3) 是 a, HEAR. 用 记号 Sa) KNR. 则 得 


fi isopa- 


+P okerl zai (FD - F(a, +e e) i 2, (afa) 


= > > e |: da, = P , (6) 


x=0 x=0 


因 篇 (第 一 章 引 理 4) 积分 


当 =: 二 z 时 等 处 1， 当 w 2: 等 於 堆 。 由 等 式 (6), É 0 < < 了 时， 已 经 
TREH, ARER 0<a,<1 中 的 一 切 值 w， 至 多 除去 属 认 有 限 多 个 入 长 <P> 
(注意 P- 当 P 无 限 增 大 时 趋 让 0) 的 不 相交 吉之 区 间 考 之 外 , 估 值 
|S(a,)|2 < P2-21 
yr, 804648 
|S(a)| < p: (7) 
成 立 。 RREH Sh. GEED: BFAR IS Sla), Mti (7) 此 
成 立 . 
利用 第 大 章 的 结果 , 关於 和 数 (3) 的 起 对 值 的 分 伤 也 可 以 于 出 别 的 重要 和 结论 
例如 我 们 可 以 苯 明 过 样 的 定理 : 设 n> 11, 又 设 P 与 0 RBA Hn 次 元 


wO 
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并 方 体 OSa, 0 <a Sl 中 之 任何 一 点 (a,,…, 91)， 至 多 除去 属 认 有 限 
RRR SP 的 不 相交 上 租 之 区 域 者 之 外 , 估 值 

|S(a,, =, a y| < P9.975 
ARI. 

R (a, `, ai) 所 对 应 的 |S(a,, ea) 不 是 正常 那样 大 小 ,要 储量 精确 的 去 
阐明 包含 此 种 (ew,…,a1) 的 区 域 所 处 的 位 年 ， 力 是 外 泵 和 数 估 值 问题 中 一 个 非常 重 
要 的 任务 . 

可 以 用 来 导出 外 泵 和 数 估 值 的 方法 ,也 可 以 用 来 导出 形 如 


O+P—1 
CE > e27iF (z) (8) 
和 一 


的 和 数 的 估 值 , 带 正 的 QO 和 P 是 整数 ，P > 0, BEAR F) ERR OS +P 
内 n 次 可 微分 , 莫 满足 人 条件 


1 Fa) (x) c 
qS 7 < 


此 不 的 A22. BEMBE RRB ARARE., 在 n=2 
时 的 特殊 情形 ,过 种 情形 在 解决 平面 .上 或 空间 中 已 与 区 域内 (比如 由 不 等 式 z2+ y2< 
7 规定 之 区 域 ， 或 由 不 等 式 刀 十 多 十 呈 委 得 所 规定 之 区 域 等 等 ) 的 整 点 数目 的 
问题 , 具有 非常 重要 的 应 用 . 估计 过 种 和 数 的 方法 已 经 由 万 .德尔 . 科 泵 普 特 00 和 
ROI 各 自 猎 立地 得 出 , 同时, 万 .德尔 . 科 硒 普 特 还 指出 , 在 其 种 附带 人 条件 之 下 , 与 外 
陋 方 法 结合 起 来 ， 吉 种 方法 还 可 以 和 弄 得 精确 一 些 . AAE, 万 . 德 泵 , 科 泵 普 
特 对 於 一 般 情形 也 得 出 和 数 (8) 的 估 值 上 1 . 

在 本 书 庄 (第 大 章 ), 当 z > 11 时 ,在 条件 P < 4 «PHY 之 下 ,过 用 我 的 方法 ， 
我 们 对 於 和 数 〈(8) 得 出 了 新 的 估 值 


1 
l-p. —= — C "U@: .u.x"7y,YəƏx 
L l P 3n? 1n 125n (9) 


当 n EKR, aE AIRA EN EA KEFE 96 , HE 26 FEE , KARRA 
HEIMA FRO SS E ETE — Ak. 

人 们 自然 会 提出 和 数 (8) 的 估 值 (9) E— PR BE, EE (9) 中 ， 
是 否 可 以 用 可 能 更 大 一 些 的 数 e > p 去 代替 p 的 问题 。 然而 ， 由 於 我 们 加 於 和 
数 S 的 限制 太 宽大 , 在 过 问题 .上 我们 很 交 做 出 任何 确定 的 用 测 . RR, ERRA 
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是 只 讨论 一 些 重要 的 特殊 例子 。 EAG HENT, RK RMA (2838 3S7S Sk 2E HË 2,b 
的 例 ) 


PotP 


S(z) = > erot iny ， 


x=Po+1 


EE BJ Po HP 是 满足 人 条件 4 Po < P < Po 的 整数 ， 是 满足 休 件 Po -2 和 :上 委 Po>-1 
的 数 ，c = (1P. j, RMA 


haje otiny F®(x) 7 £ F) (x) / 
r ' n — — 2mnz" ” 2mn (3P” © n! > 2mnP" ' 
因此 , 设 
ss 2 1 = 3", 


则 有 P&A«P, BERR P, + 1 < x < P, + P 中 ， 


1 F”) (x) 
A ` nl < zi 


因 之 RAR R (8) PHARE ERECRKWE. 上 再 ,我 们 有 


Po+P  Po+P pa—l | 
| , I S(z)|* dt = > > | te 
p- 

0 


x =Po+l x=Pot1 Po 


' 但 积分 


pami 
| e't (ln 1 一 ]n z) dt 
PP 一 
当 xl = x 时 等 於 P. 一 Py 2, S xz, = x 时， 
1 
š llin x i—In z| ° 
在 和 后 一 种 情形 ,假定 x, = x + w， 则 有 


1 P: 
|In xi 一 Inx| PIR 


# |u 
ne —Inz=h(!1 fak 


ELER, E n> 2 上 时, 我们 容易 得 
-1 
pe SG) [2de — P Pp: Pe) < P DL PnP, 


u=1 


-1 


|. |S()|2 dz = PPr + O(Pz”11n P), (10) 
0 
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等 式 (10) 指出 ， 在 估 值 (9) 中 之 数 o 已 经 不 可 能 用 数 p> + ita. 此 外 


过 等 式 也 指出 , 当 0 < 4 < RAMEN Py"-? < < Por-! 中 之 一 切 值 6 至 多 
除去 属於 有 限 多 个 入 长 <P- (与 P 一 Pe"-? 比 起 来 毫 不 足 道 ， 其 与 Por-: 
一 Pv-? 之 比 当 P 无 限 增 大 时 趋 於 0) 之 互 不 相交 下 的 区 间 者 之 外 , 估 值 

|S(2) |2 < p2-24 
成 立 , 即 估 什 

IS(2)| Pi! (11) 
成 立 。 表示 得 粗略 一 点 ， 可 以 于 样 裔 : 对 从 “几乎 所 有 的 ”和 数 SO, (fw QD 
成 立 ， 

最 后 ,我 们 来 讨论 形 如 
人 (12) 


MFR, ERA F(x) 是 一 实 西数 , 求 和 记号 只 展 做 论 区 间 0 < x < 0 + P 上 的 一 
部 分 整数 。 我 们 将 要 特别 加 以 注意 的 和 数 将 有 > P A. 在 估计 肖 种 和 数 时 ,不 
要 以 篇 所 得 的 估 值 狂 是 比 我 们 在 就 展 信 於 区 间 0 < x < 0 + P 上 所 有 的 整数 求 和 
所 得 的 估 值 来 得 扩 或 来 得 不 好 . 例如 从 和 数 (2) 所 得 到 的 估 值 , o z EBE 
间 0 <= <q 中 与 q 互 素 的 数 整 , 则 常常 < vq ， 其 实 和 数 (2) 对 於 无 限 多 的 
数值 49， 如 我 们 .上 面 所 便 指 出 , 却 可 以 等 於 9 
和 数 (12) 的 一 个 特别 有 趣 的 特殊 情形 是 形 如 
>H (13) 


p<N 


WFE EEM p 跑 过 素数 . ERRER AILE), 就 和 数 (13) 的 最 简单 情形 , 即 当 
F(p)=ap 时 ;我们 届 明 了 如 何 把 过 种 和 数 的 估 值 问题 轻易 地 化 鳃 成 只 是 我 的 方法 的 
.种 应 用 .过 只 须 探 用 下 面 的 恒等式 (或 此 恒等式 的 某 些 推广 ) 就 成 了 : 
D+ 2> Pp) = > 2 pd) @ (dm), (14) 
N dm 人 SN 


<p,< 


此 上 处 H 是 满足 条件 1< H < /N 的 任意 一 数 ，p! ATREA < H 的 素数 所 除 
从 的 整数 ，42 跑 过 < H 的 素数 之 积 (包括 “ 空 积 "， 等 於 1) 而 m 则 跑 过 正 整 数 ， 
恒等式 《14) 是 一 个 很 早 就 知道 的 恒等式 ; 此 恒等式 的 最 初等 的 证 明 是 根据 埃 拉 多 
A ERR. 著名 的 欧 拉 恒等式 (p 跑 过 所 有 的 素数 ): 
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S Prsa ; $= o + ir; G > 1 (15) 
P 


在 某 些 方面 也 与 恒等式 (14) 相近 ,恒等式 (15) AHER LCs) 上 的 推广 后 来 就 
成 需 由 切 讼 雪夫 、 狄 里 克 菜 , 黎 曼 、 阿 过 到、 窦 雷 . 布 散 ， 哈 代 - 李 托 伍德 等 人 0 所 建 
立 的 素数 分 做 理 葵 的 基础 . 

恒等式 (15) 正 可 以 由 司 等 式 (14) 得 出 ,只 须 兮 画 数 8B(m) 等 於 m~, ÉE 
A N, REET H 无 限 增 大 朗 可 . 过 谚 必须 注意 ,将 埃 拉 多 什 梯 里 艇 法 网 念 加 以 
某 些 修改 , 后 来 也 就 造成 了 著名 的 “B. 布朗 方法 ”, 过 使 得 素数 分 伤 理 花 中 很 多 重要 
的 精 答 问题 能 够 得 到 解决 . 

2. RER F(x1,…, x*,) 的 分 数 部 分 

Hæna) = (F(zy xzr)】 

的 分 人 饰 问题 奥 所 窒 的 问题 1 密切 有 关 . 也 如 在 问题 1 中 一 样 , REER 
HRES Q 篇 有 限 的 情形 。 WKB f(x1,…, z.) 的 每 一 个 值 些 在 区 关 0 < f(x, 
…, tr) <1 之 内 .。 原来 ,对 从 非常 广泛 的 许多 种 丽 数 F(x1,…, x,) 及 和 集合 Q, 不 
管 是 区 间 0 < a < 1 中 的 任何 数 a, 此 可 以 用 画 数 f(x1,…, z.) 的 值 十 分 精确 地 去 
接近 於 道 一 a; 换 莒 之 ,我 们 可 以 征明 ,从 a 到 和 写 阵 近 的 画 数值 f(x1, …, z.) 的 距 
BEF AGB 7, 此 不 y 与 a 无 天 , 且 随 集合 0 中 点 的 数目 T 的 增加 及 画 数 F(x,,…,x;) 
的 形状 可 能 同时 发 生 的 释 化 而 趋 於 0。 不 但 如 此 , 在 非常 广泛 的 情形 , 我 们 逮 可 以 
ERR xb …, z) EKARRI, ERER, WAER 0 < 6 < 1 中 的 
任何 一 数 6，f(x1,…, z) 的 值 ,其 属於 区 间 0 < f(x1,…, r) < 8 之 中 者 的 个 数 H 
大 和 致 是 奥 此 区 间 之 长 成 比例 ; 更 精确 车 之 ， 
H = Të + oO(TY), 


Ó 


此 不 的 六 R 9 无 关 , 且 随 集合 8 中 点 的 数目 T 的 增加 及 画 数 F(x1,…, +:) 的 形 
AAP BERRA ERTA 0。 以 后 ,我 们 只 群 租 讨论 形 如 f(x) = {E(z)) BJEH 
数 的 值 的 分 休 , EHN > 跑 过 某 一 区 间 0 < < < 0 + P 中 的 一 切 整 点 或 者 些 整 点 
的 某 一 部 分 .。 过 个 问题 是 所 说 的 一 般 问 题 当 + = 工时 的 特殊 情形 . 
夯 数 
x 
f(x) = [20 Dx) = anx” + --- + ajx 


的 值 的 分 人 问题 很 容易 解决 , ERE g> 1, (a, ,ea q) = 1, W) z ABBAN 
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模 q 的 一 完全 剩 条 系 。 ABER, EMRS (1) 的 估 值 , Smg f(x) 之 值 ， 
其 属於 区 间 0 < JG) < 9 之 中 者 的 个 数 妃 ， 很 容易 就 可 六 出 渐 近 公式 
H = g8 + O(q1+07”). 
画 数 
Ja) = (F(x)); F(x) = ax" + > + az (16) 
的 值 的 分 体 问 题 要 座 得 多 , 此 处 的 a, …, a 是 实数 , 而 对 从 整数 O SQ P. >x 天 跑 
Xs jH) O < z < 0 十 P 了 中 的 一 切 整 数 ， 这 问题 的 第 一 个 一 般 的 解决 是 由 外 合作 出 
的 ， 他 篇 了 到 一 目的 利用 了 他 所 得 到 的 以 他 的 名 字 来 称呼 的 和 数 (3) 的 估 值 。 但 
是 ， 外 刘 自 己 的 佑 值 是 很 不 精确 的 ， 和 后 来 , 万 德尔. 科 泉 普 特 及 科 到 什 表 利 用 了 根 
据 人 外 泵 方法 所 得 到 的 和 数 (3) 与 (8) 的 最 完善 的 估 值 ， 所 说 的 问题 主要 是 在 他 们 
的 工作 器 得 到 了 发 展 和 推广 .。 在 解决 范 数 (16) 的 值 的 分 体 间 题 中 ,到 用 外 锁 方 法 
所 得 到 的 最 精确 的 结果 可 以 陈述 如 下 : 设 
mt (a,q) = 1; 1 < q < P: 
则 数列 
f(x) = (F(z)); <= Q,--:, Q + P —1 
的 数 中 ,其 属於 区 间 0 <fl) < 8 中 者 的 个 数 H 可 以 表 成 公式 口 
H = Pë + R; R < Py; y = Ps (p-1 + q7} + gp);o = 27t, 
在 本 书 圳 (第 八 章 )， 进 用 我 的 方法 ,我 们 对 R 得 出 了 一 个 估 值 ,其 锚 所 属 的 佑 
” 值 ， 相 差 的 程度 正如 根据 我 的 方法 所 得 到 的 外 贸 和 数 的 估 值 与 根据 外 泵 自己 的 方法 
所 得 到 的 同 榜 和 数 的 估 值 相差 的 程度 一 梯 ， 
此 外 (第 五 章 ) ,对 众 从 任意 的 美 分 数 a PRA 


f(x) = (F(x)); == 1, =, [47] 


332668 OE BE, 我 们 也 得 出 了 精确 的 估 值 ,过 衷 的 Fe) 具有 (16) PR 
的 值 ，! 是 menl 中 之 一 数 ，1 = + , 4 则 由 等 式 


a= + i (a, qi) = 1; qi > 0 
最 后 (第 十 一 章 ) ,我 们 用 例子 F(p) = pp 来 说 明 我 的 方法 也 可 能 用 来 解决 夯 数 


1(p) = {F(p)) 


H ` ba ' A APA W SP 
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HEMD b PER, ERA p 跑 过 区 间 0 < >< N 中 的 素数 . 
3. 特别 有 趣 的 是 画 数 f(x1,…, z.) 在 整 点 集合 Q 上 所 取 的 值 的 分 体 规 律 。 在 


道 襄 , 关 於 每 一 个 所 答 的 整数 N 就 会 发 生 适 梯 的 问题 : 在 集合 Q 中 有 多 少 个 点 使 


得 过 个 N ERRAR fx1, …, z.) 的 值 ; 换 句 话说 : 不 定 方程 
J, z.) = N (17) 
的 解答 的 个 数 IN) Bik. 
在 某 些 情形 , 过 圳 所 谈 的 问题 只 是 在 确定 不 等 式 I(N) > 0, 宅 说 明了 方程 (17) 
可 解 ;在 另外 一 些 情形 ,上 则 可 能 对 I(N) 建立 起 澡 近 公 式 ;最 后 ,有 时 也 提出 求 T(N) 
的 精确 公式 的 问题 等 等 ， 
HERKEL E im H 


jus E E, 


r 


BS 48 65246 Ed ERREA 8 是 由 r 次 元 空间 中 具有 非 负 x1,…,x; 的 点 (x1,…， 
xr) 所 粗 成 . 
EBRR REZAT, A r < ”时 ,存在 着 无 限 多 个 非 负 的 N 使 方程 (17)， 
即 方程 
z, + + =N (18) 


不 可 解 .实际 上 , 设 No 篇 一 充分 大 的 正 整数 。 潜 对 任 一 N < No, 等 式 (18) F 
立 , 则 在 那 襄 所 出 现 的 每 一 个 x1, …, z, ATEFA < Ni + 1 BH 

0,1,- , [N°] (19) 
中 找到 。 因此 ， 假 车 在 和 数 x? 十 … 十 x? 中 分 所 有 的 x1,…, w. HH 8688 BJ 0036 
(19) 中 的 数 , 则 在 此 和 数 的 [Ni + 1] 个 值 中 ,我 们 就 得 到 使 得 方程 (18) 可 解 的 
所 有 数目 N < No。 但 使 得 (18) 可 以 以 雨 雨 不同 的 x1,…, z, 篇 解 的 那 种 N， 每 
一 个 至 少 遇 到 rl 次 ( 数 x1,…, z, 可 以 用 +! 种 不 同 的 方法 排列 )。 而 使 得 (18) 有 
解 ,但 解 x1,…, x, 中 必 有 两 者 相等 的 那 种 N 的 个 数 则 < Ni 因 之 ,使 得 方 
# (18) 有 解 的 全 部 N < Ne 的 个 数 K 满足 条件 | 


K < Orti + O(N) < Q + O(NÜ-*) < 0.6No 


(No 充分 大 ). ERER, HHEH 0.4 No 个 的 N < Ni, 方程 (18) 不 可 解 ， 而 
BERE TRARRE. 


1 其 Ë 只 15 
到 底 什 序 样 的 + 使 得 方程 18) 对 於 所 有 的 N 2 0 有 解 ,或 者 ,至 少 是 对 於 所 
有 的 N 之 co。 BREE o 充分 大 的 时 候 ? 拉 格 朗 日 已 经 指出 ,方程 


2 2 2 > 
s Fe Tta Trae AN 


在 限定 xu z> za x4 篇 非 负 整数 之 下 可 解 。 PRE 1770 ERTER E , PH 
所 有 n> 2， 存 在 着 过 样 的 + = r(x)， 宪 使 得 方程 《18) 对 从 一 切 整 数 N > 0 在 
限定 x, z 篇 非 负 整数 之 下 可 解 。 送 一 断 首 享有 “ 华 林 问题 "之 名 ; 它 最 初 是 由 
D. 希 铬 柏 特 在 1909 EAREN. 戴 然 , 希 鲜 柏 特 用 来 过 到 他 的 目的 的 方法 多 少 吏 有 
一 点 专门 的 性 质 , 东 且 也 很 不 精 礁 ( 夺 去 > 所 得 到 的 数目 非常 大 ) 。 因此 , EARE 
个 方法 差不多 已 成 陈 足 了 . 

篇 了 要 使 得 以 后 的 伊 述 很 清楚 ,我 们 现在 引进 妈 号 G(x) 来 讨论 。 我 们 用 此 如 
号 表示 具有 下 述 性 质 的 整数 :存在 着 某 一 个 “, 使 得 方程 (18) 当 + = G(n) EA 
所 有 之 。 的 整数 N 此 可 解 ,但 没有 任何 > c 的 cl 存在 ,使 得 方程 (18) 当 r <G(n) 
时 对 所 有 >c 的 整数 N AR., HEIO, ia G(n) 存在 , 且 在 任何 声 
合 此 有 

el S 

在 1919 年 ,哈代 与 李 托 伍德 作出 了 一 个 解决 华 林 问题 的 新 方法 , B SAB 

“的 方法 比较 起 来 ,简直 是 无 比 的 广泛 和 精确 . 过 两 个 学 者 对 G(x) 得 出 了 形 如 


G(n) < n 2%"2 h (20) 
MUJ EF. BEN A 营 n 和 无限 增 大 时 趋 於 1. 此 外 ,对 雁 
r> (n —2) 27-1 +5, (21) 


哈代 与 李 托 伍德 首先 半 出 了 IN) RAR: 
I(N) 一 TUEDD yr- S + O(N"™-1-°) (22) 


WZA S = Sla, r, N) JU ar kS. 具有 在 本 书 中 (第 二 意 ) 所 说 的 值 。 哈代 与 
李 托 伍德 也 指出 了 , 在 条件 (21) ZF, 有 S>1. KARRA 就 哈代 和 与 李 
托 伍德 方法 所 每 到 的 最 近 的 精 礁 改进 使 得 不 等 式 (20) 与 (21) 的 右 兆 可 以 用 数目 
2 + 1 KRE. 
企 本 书 夏 (第 四 革 ), 对 於 G(n) 探 用 我 的 方法 ,代替 〈20)， 我 们 得 出 了 这样 的 
FF 
G(N) < 3n (Inn + 11). 
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站 个 异 在 ” 增 大 时 以 nln n 的 阶 而 增 大 , 因 之 ,关於 增 大 底 附 来 说 ,已 经 和 我 们 .上 面 
所 求 出 的 不 可 能 过 到 的 下 界 n 相差 很 小 。 至 於 潮 近 公 式 (22)， 那 在 本 书 右 (第 七 
章 ) 我 们 只 基 明 它 党 
rz [10n?1n s] 
时 成 立 . 二 梯 的 一 个 命题 : 将 我 的 方法 (但 也 可 能 是 某 种 新 的 方法 ) 加 以 适当 的 发 
展 , 则 + 的 下 界 的 阶 可 能 化 到 nx， 春来 是 很 可 能 的 . 
特别 有 趣 的 是 图 数 
Jp, p.) = pi + ° + p; 


的 值 的 分 体 问 题 , S SEA pi, p. 跑 过 素数 ， 

逮 在 1742 年 ,在 哥 特 巴赫 与 欧 拉 的 通 借 让 就 已 经 提出 了 所 谓 “ 哥 特 巴 赫 间 题 ”. 
它 是 带 样 的 一 个 腾 测 ,就 是 所 有 大 於 1 的 整数 此 是 不 多 碎 三 个 奇 素数 之 和 。 依照 这 
一 妥 测 , 旧 大 於 2 的 偶数 和 缘 必 然 是 雨 个 奇 来 数 之 和 ， 在 1919 年 ,布朗 在 试图 用 他 
自己 的 方法 (关於 过 个 三 法 ， 我 们 在 -上面 已 经 提 到 ) 来 解决 上 述 问 题 时 , 佛经 指出 ,所 
有 的 偶 正 数 此 是 十 个 数目 之 和 , 其 各 篇 不 多 於 9 ARATZA. 其 和 后, 数目 9 又 
用 数目 4 去 代替 ,但 利用 冲 样 的 方法 来 证 有 明 桔 特 巴 丈 的 腾 测 仍然 毫 无 成 就 ， 在 1930 
F, JL. .中 尼 列 鱼 曼 在 把 他 自己 月 於 由 正 整 数 所 成 之 集 底 密 率 的 想法 与 布朗 方法 
接合 在 一 起 之 后, 朗 鲁 指出 中 ， 所 有 大 於 1 6538963635 48488 E + 个 素数 之 和 ; 后 来 
又 证 明了 此 + 不 超过 67. 

在 1923 年 ,哈代 和 与 李 托 伍德 鲁 经 指出 解决 关於 奇数 N 的 哥 特 巴赫 问题 的 方法 
通 个 方法 就 其 输 廓 来 脱 ， 与 过 两 个 学 者 在 解决 华 林 问 题 有 时 所 建立 者 相近 . 同时 , 哈 
代 和 与 李 托 伍德 在 某 种 人 条 件 之 下 ,对 於 将 数目 N 表示 成 形 如 

N = pi + b: + ps 

的 玫 法 的 个 数 IT(N) Wh TAARA ER pi p. p 是 素数 . ERAR, PE 
AF E ERN E E ERTA EART N 已 经 立 可 推出 。 哈代 与 李 托 伍德 的 
结论 其 所 以 带 有 休 件 是 在 於 探 用 了 一 些 有 关 LO) 夯 数 理 葵 的 未 痉 甫 明 的 定理 。 然 
而 ， 使 得 我 们 可 以 对 於 表 出 IN) 的 积分 中 ， 和 与 所 谓 基 本 区 间 半 应 的 那 一 部 分 (3 
看 本 书 第 十 章 ) AHHAA ARED 1937 PIRR (WR, 4t 
AFR S0). 吉 个 方法 不 仅 用 於 哥 特 巴赫 问题 , 而 且 也 可 以 用 於 非 常 广泛 的 类 似 问 
题 。 Hiša mU N, Æ 1937 年 初 就 已 经 解决 了 一 系列 的 问题 : ERER T 
充分 大 的 数目 N 此 可 表示 成 N =p +p” + xt 的 形式 (p', p” ERB, r JEE 
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整数 ); 已 经 证 明了 每 一 充分 大 的 奇数 N 可 以 表示 成 N = pi + pz + pp 的 形式 
(Pi, Po pa pa 是 素数 ) 等 等 。 然而 对 於 奇 数 N 的 情形 哥 特 巴赫 问题 的 解决 晃 尖 
要 在 F) = ap 时 和 数 (13) 的 一 个 非 平 凡 的 估 值 ,也 就 是 需要 和 数 


` ez2wxlap 


HER 0 <a < 1 中 ,其 不 属於 基本 吧 则 内 的 一 切 a 值 的 一 个 非 平 凡 的 估 值 . 

由 我 在 1937 年 所 得 到 的 估计 和 数 (13) ARA ER AERAR E T a 
数 情 形 的 哥 特 巴赫 问题 , 而且 对 於 放 许多 多 别 的 同类 问题 的 解决 也 开关 了 道路 ,比如 
将 整数 N 表示 成 (素数 的 华 林 间 题 ) 


et 
的 形式 就 是 ， 
ERBACEE TE), 我 们 只 限 於 群 移 地 解决 奇数 情形 的 证 特 巴 赫 半 题 . BSE 
妖 绝 的 介绍 问题 ,我 们 介绍 鞠 者 去 看 药 盯 上 庚 的 优秀 专著 局 . 
在 结束 之 际 ,我 将 对 K. K. 马 夏 里 夕 威 利 表示 戌 谢 , Rb t f HBH 8 H; aF a 
菲 指出 其 中 存在 的 许多 疏 名 之 处 . 


第 章 
一 般 性 的 引 理 
在 本 章 中 ,我 们 将 提供 一 些 将 在 以 合 各 章 用 到 的 引 理 ， 那些 显而易见 的 ,以 及 来 
所 过 知 的 引 理 , 我 们 只 加 引 壕 ,不 予 证 明 .。 引 理 10, 15 及 16 是 独创 的 引 理 , 它 的 使 


用 力 是 本 书 方 法 最 主要 的 ,第 有 原则 性 的 特点 ， 
5| 理 1, a. Fu r 篇 正 整 数 ， Xis ``" ry Yis Yr A ET. Hij 


(eyi te Hey S (zl + o + z) i e y). 
5l 理 1, b. F 24 r 篇 正 整 数 ， m > 1, Aj, sFr AF06 383, HIJ 
(e, H pe ELE (aP E rei aa L (e H HD 


证 届 4 篇 数目 x1,…, x， 的 算 入 平均 . 在 过 些 数目 中 , Hi <h, 有 -- 
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ER 


>h goaL. EER o < z< min (ü — x, 22 — A) 中, HR (xí + 
z)” + (a — z)” Bik R. S If 


x” + z” > b” + Q + x O hy". 


此 外 .由 Cerik) (x2 一) < 0， 即 得 
xz, x, < # (z, + x; : A). 


TAE 82 SF jH: y: BF Yis s Yr RE t] + t: — h, Pas 5 Fry HIRAI EJ LAB +; 
x 十 -… + a” >h” + y” 十 … + y” : x) ° x, < yz y,. 
EER H yy, …, y 的 算 生 平均 仍然 等 於 h 用 同样 方法 我 们 可 行 


a eE A pa a K. X s. 


r 


和 


m m 
u” sT +u = A” + TE + y”; Hr-2 Hp- H; < h u,-1 t, : 


vo 十 zy 2 A” + h"; 2 p, SR’. 
由 是 即 得 
x + … 十 2 2 r É” x, >z < h, 


SEEKER 5] EE. 
引 理 2. 设 7 和 与 m BERR, Tooo T, BIRR. 则 


Z. 我 们 有 (GIH 1b) 
í c (ma Ery < r+ C75 0 
利用 同样 方法 ,我 个 有 有 
O e aS 


7 m ⁄ 1m 
( > i a r,) l 
s=, —1 
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由 是 邹 葵 明 引 理 成 立 ， | 
引 理 3. 设 r BERR N > 0, KAN) 篇 不 等 式 


x" + + z" < N 


的 正 整 数 解 X) ``", Er 的 组 数 . 其 


_ (TU)Y 


Te @ 9; 


K,(N) =T, N” — 0r N"; T, 


证 显而易见 ， 
KI(N)=N’'--0, @>0, 
故 引 理 对 K1(N) 成 立 . 
MEPA. 假定 对 森 一 + 之 1, 引 理 对 下 ,(N) 成 立 ， 则 得 (9”> 0,0”>0) 


K,+1(N) = > K, (N—x”) =T, >` (N -—x")”” -— 0” r N” = 


0<x<NV 0<x<NV 
NV 
= T, | (N—x") "dxr— 0 (r+tl)N" = TNCtDv — O (r+ 1) N”; 
0 


l IG. + 1) Tv) i 
T! = —ø\rY yv—1 = = 


故 引 理 对 Kaa CN) 亦 成 立 . 
引 理 4.。 设 N 篇 整数 ， 


RI 
P | 1, 若 N= 0, 
0, 对 於 所 有 其 他 情形 . 
引 理 5. 设 m ARH 1 MRR, a BER, 
m-l . az 
$Š = 2 m 
z = 0 
RI 


s= f 若 a 能 用 m RE, 
0， 在 其 他 情形 . 


DIR 6， 设 M 与 N 篇 整数 ，M < N, a RHR. H 


N 
> eliar 
x= M 


1 
< a) 


Si 


证 . 我 们 有 
N 2ria(N +1) po2niaM 1 1 1 
>. p?riar 一 < - = 一 < 
— 21e"™ sinna |[snma| sinz(a) ` 2(a) 


引 理 7. grli MEHER a FJ 


a + z, (a,q) = 1; 0 < q < t; |: | < 元 
的 形式 . 

证 . 将 a 展开 成 速 分 数 ,我 们 可 以 取 那 种 渐 近 分 数 ,其 分 母 是 a 的 诸 疾 近 分 数 
之 分 母 中 不 超过 T 者 的 最 大 一 个 ,来 作 -7 ， 


引 理 8, a. INg 篇 整数 . 
00) = Hn, (aq) =1; 0 <4q' Sq; 2 0, 
BEA y MÉ y = p: , f + 9 一 二 MEE, A y) 取 实 值 ,其 最 大 者 
和 与 最 小 者 之 差 不 超 迪 2. 
a) f U 21, 
. 1 . 加 I 2 boes 
Q< (A+3)U+qinqg; R < (A+3)U?+24U. 


B) E V>0, 又 设 T 篇 满足 休 件 
CO ESI i 


则 


的 y 值 的 侦 数 . “Ri 
人 < 十 2 十 27. 


H. 分 三 了 十 zs， 则 有 
(az 十 6Gz) y. ey 
OM- (22), ae) = ateta). 


存在 着 其 一 数 B， 使 得 对 於 所 有 的 z= 二 0,…, g — 1, ABa) SB +. 设 
B= (B), 又 用 字母 p 来 记 az + [B] 关於 模 4 的 最 小 正 剩余 , 则 竺 


(00)= (A); a< (< B+. 


a) 当 a< 143 时 ， 引 理 显 然 成 立 ; 因此 我 们 只 续 考 虑 4 > 人 十 3 的 情形 . 
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[B +A + 1] — pn, EH p +o) < 4 B$, = o, 3° p + o(p) 2 + B, W 
了 = Pis 则 有 


SR _ 1 a, _ l -Ë 
O> 7 OOI FOGY Sar 


因 之 ,在 估计 Q, 时 ,假定 7 = T 


[1(q—1)] 
q 
Q < (A+3) U + 之 ~ < Q+3)U + 


l#(9—1)1 
+1 
tq > n 
r=1 


< (1+-3) U + a ln a . 


2 < Q+3) 02 + 2 | ua + | = yds = (_À+3)U2+ 24U. 


B) 当 q <l + 2 + 2V 时 ， 引 理 显 然 成 立 ; 当 4 之 4 十 2 十 2V 时 ， 引 理 可 
由 下 之 事实 推出 , 即 不 等 式 (1) RE 
p=q—[B+4+V], =, q—1; 0, …, [V] 
时 始 有 成 立 之 可 能 . 
引 理 8,b. š 


a = E (aq) =1; 2<4 KW; 1<W<VW, 


W 1 
Š = in (= i ) a: 
>. 人 z 24) 


S<(W, + 3.54 + 12 W a-1)]n W. 


W. 我 们 可 将 和 数 S 按 分 法 


到 
q 


RI 


Sa D F D PeH 
0<z<4  ia<s<la Gombas <, 


分 成 考 干 项 . 对 於 在 第 一 项 中 出 现 的 z, 我 们 用 p 来 记 az 关於 模 4 的 最 小 非 负 


剩余 。 则 易 得 出 
和 fp 十 去 00 (p) 
(es) ( q ). 


由 是 ,车 介 


22 1# 


BI 


因 之 ,所 说 分 法 中 之 第 一 项 将 


<q 之 


ocs Sig 


十 用 引 理 8, a, a 於 余 下 的 其 他 各 项 ,上 则 得 


s<34na + È (qH — + ama) < 


o 1 
< Gata) ngt 42 + Pn 二) < 


1 
r=2 2 
12 W 


in W. 


引 理 8, c. 说 P, s, m 篇 整数 ，P>1: s> 1: m > 0: k 21 


am Om 
PS 


E a (aq)= 1; 0<4< P, 
y EB < P 个 相继 的 整数 ， 妃 篇 满足 人 条件 


(ay) <k P-#+1 (2) 
的 y 和 值 的 个 数 . HI 


H<(3m+2kagqP +) (P> + 1). 


证 ， (m, q) = d, m = md, q = 4 d. HIJf* 
_ ami Om 
q1 qq ` 


在 <q ARH 》 值 中 ,由 引 理 8, a, B, 其 满足 人 条件 (2) 的 y 的 个 数 将 


<m +2+ 2ka P tl. 
因 之 


H < (m, +2 +2kq Pot (pqr1 + 1) < (3m +2k4P t (Pa ?+ 1). 


引 理 9. 发 NAYRA, Y>1, A22B 2 2, y BIE y SN, , N+Y—1, 


1 期 第 一 章 一 般 性 的 引 理 23 


HPE LA, HRA @(y) 取 实 值 , 且 当 yyl 时 ,有 


= 


L <00) 00) < +. 


a) 设 U 21, 


N+Y+1 
= s 2 Í 
S c. @ i OGF) 
RJ 
SL[YBA +1] (2U? +24U). 
B) 设 WW 之 1, H RIE 
(0(y)) < WA 
的 y 值 的 个 数 . RI 
H<[YBA-1+1](2 W+1). 
证 ， YS EB a 与 整数 h, 不 可 能 存在 多 枞 一 个 y 值 ,满足 不 等 式 
a+) <0@0(0)<a+ A-!+h. (3) 
因此 , EEEF 
a< Øy) Ka+ Al (mod1) (4) 
的 y 值 的 个 数 了 即 等 於 使 得 不 等 式 43) 可 解 的 4 值 的 个 数 ， ir T <k — br +1, 
此 不 a W k DARBE k 的 最 大 值 及 最 小 值 . 但 显而易见 ， 
O(N) <a +A714 5; atk <Ø(N+Y—I), 
由 此 不 如 得 出 
hy— h — A71 < Ø(N+Y—1) -Ø(N) < BA-1(Y--1); 
T<BA-1(Y—1) +A + 1<YBA-1-4+1. 

a) i 0 < (@(y)) < š FEA s= 0,…，[4] 中 可 以 找到 过 梯 的 +, 使 得 
对 於 a = + A7, y WERE GA). (CO) > ¿ K (@(y)) = 0 时 ,在 同一 数 
烈 中 , uJ ARAE 4 使 得 对 其 a + Al = 1 一 s A471,y WEEG). 同时 ， 
在 两 种 情形 之 下 ,此 有 (@(y)) s47. 因 之 


a ) ) < |YBA-1 + 1] (2U? + 2AU). 


$ 


S < [Y BA-1 + 11 (a U? + 9 min (2 U2, 
s=1 


B) 所 窝 证 明 的 结果 可 以 从 逼 样 的 事实 推出 ， 即 长 篇 2 WA ' 的 区 间 可 以 用 
[2 W +1] WER <47 WEKKER. 
引 理 10, a. 设 (a,4)= 1, 4>1, 


24 数 学 赣 B ` 1 


x=0 yağ 


q—1 q—1 Hay gzl a—1 
s= F EEE; 2 16G)|? = Xo; 之 170)? = Yo. 
S 


| S| <V Xoyo9 . 
W... 我 们 有 GIH 1, a) 
“iss e zi ry |? 
|S|2 < Xo > | >` nyje « 


对 办 所 粉 定 的 y 及 y, 就 <= 所 取 的 和 当 =y BA 4170) 当 y =y BAR 
( 引 理 5). $ |S[? <S Xo Yog, |S| < VX, Yoq. 
引 理 10, b. # M, X, N, Y 篇 整数 , X > 0, Y > 0, 


q—1 q—1 9 一 】 


- x, > DD). 


x=0 y1=0 y=0 


00) = ZIO), (a,q) = 1; 4>0; 220, 


》 跑 过 值 y = N,…, N + Y — 1; AINESE HE (y) 取 实 值 , 且 当 y 跑 过 任 
何 < 4 ARR 其 所 对 应 的 值 y(y) 之 最 大 者 与 最 小 者 之 差 不 超 过 4. X 
合 


` M+X-1 N+Y—1 M+X—1 N+Y-1 
S= % 2 8l) aly) eeo; > ll)? = Xo; 2, 170)| = Y,; 
x=M y=N >= M y=N 


max |7(y)| = 7. 
s 


IS] < VX Y,%((22+6) X +34) [Y 47+1]. 
W. 我 们 有 (5I 1, a) 


M+X-1 | N+Y-1 | 2 
| $ |2 < Xo > > 7(y) e2*iz@ 0) | < 
x= y= 
X M+X-—1 X—1 N+Y—1 2 
< FA >. ` > 7(y) eeto) 


z =M wx,==—X+1 y=N 
EAEE x=M,*, M + X — 1, 满足 条件 rı + x2 = x 的 xi x; 恰好 
有 X 8. 由 是 (BI 6) 
| +X-1 X-1 N+Y-l N+Y-1 


Is: < Že > S > E ()7(y) ena Oo- < 


x =M z = -X+1 y =N y=N 


Xo "< N+Y-1 , ; 1 
< 2 ODl 2, Tmin (22 FOGI 007): 
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但 y 的 值 可 以 分 成 [Y gq 十 1] 个 集合 ,其 各 由 到 4 个 相继 的 》 值 组 成 . E 
用 引 理 8, a 於 每 一 集合 〈 取 Py) 一 Bly1) 代 Bly), 取 X v 2 代 U), BIS 
| S |2 < $2 Y, ((2+3)2 X: + 24 X V 2) [Ya 1 + 1] < 
< Xa Y, 4+6) X + 24) [Y 2-1 + 11. 


引 理 10, c. 设 M, X, N, Y 篇 整数 ，XX > 0, Y > 0, 422822, y WBE 


y= N,…, N + Y- 1, 对 於 过 些 值 , 画 数 0O) 取 实 值 , 且 当 y, — yi = 1 Fp, A 


T <o) — 00) < 5. 


x 
M+X-1 N+Y-1 M+X -1 
S= © © Ele) gly) eto), >. |é(x)|?= Xo; 
xM y=N M 
N+Y-1 
> |7G@)|=Y;i; max|7(y)|=7. 
y=N 
则 


[S| KY Xo Yı 74 X+34)[YBA +1]. 
证 . 我 们 有 参看 引 理 10,b #2) 


X. N+Y-1 N+Y-1 1 
Spal e j ( X?, U Gy) 
SESK 2 70D] 2 Imin ¿(40009 


由 是 ,运用 引 理 9, a, BF 
|S|2 < Žo y, 7(4X2 十 24XW 2) [YBA-1+1] < Xo Y, 7(4X +34) [YBA-1+11. 


B| EE 11 (H ERK). ëZ F(x) = P(x) + ; Q(x) 蚌 一 近期 篇 1 的 丙 数 ,又 
JER 0 < x <1 可 以 分 成 有 限 多 个 区 间 , 在 每 一 区 间 内 , 事 数 P(x) 与 0(x) 篇 
RAREN. 在 画 数 的 每 一 断 点 ， 双 合 


He F(x—0) EELO) f 


RI 


F(x) = > T 2, (am cos 2 xmz 十 bm sin 2 rms), 
m =1 


1 
nea | F(E)cos2mmE dë; ba=2 | ze) sin 2 zmë d£ . 
0 
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引 理 12. ği r AERE, a R 8 篇 实数 ， 


<a <; A<B—a<1-—A. 


则 存在 以 1 SOdONRBOZ ESE (<) 满足 人 条件: 


1.y(x) 二 1， 在 区 间 x+ 了 工 A<x<s 有 一 本 入 中; 


3- 


2. OKKA EER a— Z ASx<a+ T A RB- la<z<B+A ji: 
3，y(x) 一 0, 在 区 间 B 十 二 和 <x<1+a 一 本 和 中 
4. (z) 可 展 成 形 如 


g(z) = B — a + s” (am cos 2 zmz + bm sin 2 rmz) 
m=l 
的 富 理 航 数 , 於 此 ,有 


2 i 2 
| a| | < —; | bm | < 一 一 ， 
nrm arm 
|an | <2(B—a); | bu | <2 (B-a), 
| am| < -4 ( i J: tena J 


证 。 我 们 现 来 讨论 以 1 AWWA 如 (x*)， 其 定义 如 下 : 
bó (z) = 1, 在 区 间 a < x < B Ñ, 
Wo(z) =F, $ r=a 及 x= ß, 


polr) = 0, EH B <> < 1 + a 内， 
JW HB 9k Et R 38 HARE, 则 得 


p(x) = 1 qo0,0 十 > (am, 0 cos 2 nm + bm,0 sin 2 nmx), 
m =1 


a, = 2 r p(x) dx = 2 | dx = 2 (B-a), 


8 - 7 . 
sin 2 zm sin 2 xma 
dm,0 一 2f cos 2 amx dx = sin2amp — sin 2 ama 
a azm 


i cos 2 nma — cos 2 zm 
k. = 2 | sin 2 mmx dx = cos2 nma — cos2amB 
j nrm 


分 A = 2ró, = p =1,-:, r 了 时 ,用 等 式 
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p(x) 一 5 h Ye (x+z)dz 


定义 图 数 px). EARP U, A ER 


l. (z) = 1, 在 区 间 a + p8 < x < B — pó 内 ; 

2. OSPA, EER a— pi < x < a + pë Z B — póë < x < B + Pp6 内 ， 
3. yo(x) = 0, R B + po <x < 1 +a — p 内 ; 

4. Pelr) 可 展 成 形 如 


phx) = B —a + X (an ocos2 mz + bm,p sin 2 mm) 


之 富 理 和 级 数 , 於 此 有 


_ sin 2 nmB — sin 2 nma f sin 2 më ` 
Xm 2 nmå 


š p 
cos 2 nma — cos 2 nmÊ f sin 2 z=mó 


bn,p 一 
e xm 2 xmó 


事实 上 ,假设 所 有 着 四 个 性 筑 对 认 Jo-1(x) 此 成 立 , 划 其 中 前 三 个 性 筑 对 於 b, (x) EÑ 
然 成 立 :第 四 个 性 质 之 成 并 ,可 由 


1 
amo = af (= f fo-1 (E+E) de ) cos 2 mm dé = 
0 28 -8 
1 6 1 1 ó$ 1 
= í| de | Ppp- (€ + z) cos 2zm£ dé = 3| dz | pp- (£) cos 2 nm (€ —z) dz = 
一 他 0 0 一 全 0 


1 í ; sin 2 mó 
zl K (dpi cos 2 tmz + Dn, pti sin 2 nmz) == K 5am 


sin 2 mm ë 
2 mmó 


Dm, p = Papet 


合 0(z)= 0, (z), RAEE. | 
引 理 13 (和 万 . 德 销 . 科 丽 普 特 引 理 )， 设 M 和 与 Mi BER, M < M1， 又 识 在 
ER M<X<M, rb, RER f(x) 的 第 一 ,二 次 河 数 满足 条件 


0<t) ET: PEOS 


则 党 同时 取 + 中 或 同时 取 一 Wale, 我们 有 
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> e*2=if(z) 一 |; etit) de + 20. 
证 。 我 们 现 仅 讨论 + RE, AART ACER. aE 

用 引 理 11 JOANA 1 的 画 数 FE), HERH 0 < £ < 1 PREFA 

f F(E) = et (+8) 

所 定 装 者 , 则 得 


22zif(z) 十 e2=if(z+1) 


% 1 
wP sN ` 十 | (2rimé c 一 2rim5) eriti +e) f'(x+ Ë) CE ; 
0 


m =1 


由 是 ,就 所 有 的 x 一 M, ey Mi — 1 求 和 , EBE 


C £ Q 1 。， u 
> et) 一 一 - C2rtf (M) WI eZrif (M1) =: | e?ii (1) dx = 
Be 2 2 M 


1 Mı I . | 
=. > s ag U,: U m = | (e2zimx C 一 2rimx) e2xif (z) f' (z) dx . 
m M 


w=1 
但 我 们 有 
1 f8 f(e) 1 |, f'(x) 
U m = 一 一 一 _— /上 __  1,2=i(m x+] (zx)) -| “`"/ _ 2xi(—mx+f(r)) | 
2ni 人 m + f(x) de + 2zi Ju m— f(x) Ce 


由 是 ,依据 第 二 中 值 定理 (将 中 值 定理 分 别 运 用 於 积分 的 实 部 分 和 虚 部 分 ) , 则 得 


+: 0.5 Aa 0.5 vaj- m o m 1 
JU, 1 < 7 m + 0.5 j 0 2 zt 2m—1 2m-1 /` 


因 之 ， 


Mi Mı 人 1 
2xif(x} ——' 2xif(z) g sas rS. ari ( idi az res R 
2: PE k aa > aml aml) `“ 


引 理 14, a. ġġ P > 1, z 篇 实数 ， 


P 
F = | e?r" dx . 
0 


则 有 
P, # |z| < P-"*, 


PEETA z=] =: 
V2 |a|, 车 |z| >P. 


1 期 第 一 齐 一 般 性 的 引 理 29 


W. 当 jz| < P" 时 , 引 理 显然 , 故 仅 讨 论 jz| > P ”之 情形 。 同时 ,我 们 将 
假定 x > 0， 因 香 在 彼 积 画 数 中 ,用 一 i fÇ : 六 不 收 似 积分 之 移 对 值 也 ， 
TERA 27x” = 4, 则 得 


I=U+iV; U = [GO cos mu du; V = [ wo sin mu du, 
0 0 


i pul 
g =2z P"; Vn) = yi Gor 2 


A k= [s + 3], 于 将 积分 区 间 分 成 区 间 0 之 nw 二; SuI; 3 < e < 3; :::, 
k — š < x < o, 我 们 即将 U 分 成 积分 和 
U = Ua +U +U, + = + U,. 


因 plu) ERR o<u <o PRARHKHR, we ASSEHH E), U, + U, 十 … + U, 篇 一 机 
MRR, HAERE EHR M U > 0, U1 < 0。 因 之 
| Ú | < min (Uo, — U) <| we) du = (22). 
用 同 梯 方 法 ,可 得 
|V | < (2) °. 
故 得 
I | < V(2z) 2 + (22) <V 2 g~. 
5] HÆ 14, b. É N 2 2, In N = r, z 篇 实数 ， 


N g?r 


2 In x 


N 


x. 


r= | =a J@y= | 


2 


则 有 
Net E |z| < NT}, 


I(z)&Z; J(z) < Z; | 
|z| 1-1, 2 N 1<|z| SN. 


证 对 雁 积 分 I(z), 两 种 情形 此 显而易见 。 对 从 积分 J), |z] sN Z 
情形 也 很 显然: 因 之 ,我 们 仅 讨 论 N < |z| 和 N: 之 情形 , 且 不 妨 设 x > 0. 
如 诡 朋 引 理 14, a 时 一 梯 和 进行 讨 芥 ,我 们 有 ERA 2zx = s): 


Je)= U +š V; u= j (s) cos nu du; v=Í (s) sin nu du; 
20 To 


1 
o = 4z; a = 2Nz ; (s) 一 z 
2 z lIn 一 一 
2g 
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atl 2+ (22)! dæ (2z)! Po. eai 
< 上 | pu) du = | jz s IOo Or) ss > pes 本 < 


OSAL- <i<n, hk>1, 
M21; p>1l; p =p =l, k, 


(D; y; ”3 U, ， Ua); 


其 诸 元 来 U,.; (i = h, ` 29 l, n) 1R h 188 EIE 
U,, < Mp5, =, U, i < Mpi; Uin < Mp” 
之 整数 所 组 成 ,又 作 数 O, 与 : HE, @, 的 定义 是 : Wintti RA 
Mp a sa Mp" 1") | 
之 区 间 , 在 所 说 的 数 粗 系 中 ,其 元 素 分 别 落 信 通 些 区 闻 之 数组 ,篇 数 不 起 过 @,. 
SEREREK = 1, …，AX， 各 取 一 个 组 ,再 就 吉 些 组 内 相应 的 数 之 和 


U, =: Uia 下 Ukan Tta; U, 一 Ul ey ss Uzi, U, = Uin ts Uns 


作成 数组 
人 
HI] 


Us < Mpt, ,UK Mp ,Us < p, (1) 


而 且 ,无 论 对 怎样 的 整数 Zp)s t's ZI, Zn ZAH. (U,, sUn Un) 中 ,其 满足 休 件 
Us = Zast, U, = Zi, U, = z, (2) 
之 组 数 ETT tts Zis Zn) 将 
< D- Å. (3) 
证 . 不 等 式 (1) 由 引 理 的 条件 立 可 得 出 . 
我 们 现 来 司 明 不 等 式 43)。 在 等 式 (2) 的 条件 下 , HRE 1 RER hyo, n 
中 任 一 数 的 r 我 个 有 
忆 = Z, -一 Uir E — U,-1,r (Utir 下 十 Uz) 5 
在 过 圳 ,括号 中 的 和 数 将 < Mpa K Mp0., 过 就 证 明了 ,六 
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ETF ">t a Zlo’ Zn) 5 


(U, x ` 5 UL, Uin) 5 


(U,-1.4 r 5 U-11 5 Usia) 


给 定时 ， 系 
(Uins Siae. U, ,, U, ,) 


中 之 数 必然 分 别 完 全 落 入 其 长 


Mpt’ ... KMP, < Pt" 


之 某 一 组 区 间 中 ,依照 引 理 之 人 条件 ,过 种 数组 篇 数 < O.. 
5| £ 16. # p= RH, R > 1, H > 1, 0 < X,, X, + R < Y;,, Y, + R < X,, 
n'y Xa + R < Yas Y, < P: Viss Un 分 别 跑 过 区 间 
Xı < vı < Yi, Xa < vn < Y, 
中 之 整数 MAARRE E 4S 
D ..., pr) 
Es AR, BeH. Vis “s,s Un 中 ,其 使 和 数 


n n 
Kit) Hoe + KaUns tts Kiv, 十 … 十 Ki 一 土 1 


分 别 落 入 该 组 区 间 的 奶 数 王将 
n(n—1) z7- 
<H 2 PF, 


证 B s 篇 满足 人 条件 1 <: =< s WER, M Se 3APtELMS EB vent Ya AI 
数 Kivi 十 … j K, Ua t Ki T - 十 kaor DIKAREMI 1, p, pt 的 
区 间 中 。 则 和 数 ko toe 十 属 o 5 gu toetu 题 然 落 大 某 一 组 长 篇 
1, p，…, PTI 之 区 间 中 。 分 96, 75 h + Ent 9 + E 篇 十 组 具有 所 襄 性 质 
的 v1,…, vs; 则 有 


Ki On 5 £1) = h £, ES r, E LEd — £, = o; 
1 了 


K (7: + ë)” — M EE (EEN =H Ae bizi 1, 


sË, +Ë; $ 


由 是 印 得 
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A, + A'=0, (4) 
(m + É,) — Mm SN (7, + £) 一 ns 
ë, + 
A = | +-.......................................... š 
(7 + $) Ti PER (7, + EY 六 
sı sé, 


(m + ë) 一 Ji.. (7 -: HE1) =i Oo 


1 | 


(z + 1) — A Wit 6,-i)' — 2-1 9,-1 p- 
s$: sË ,-1 $ 


在 等 式 〈4) 09820 7, …, 7 运用 拉 格 朗 日 公式 , 则 得 


A, Š, + A, = 0, 


1 1 1 1 0 
A; = | sus... ........ š AÍ = ] s.sauass...................... A 
ae xT! 了 7 一 上 s p’-! 


WAH x1,…, z, 满足 在 引 理 的 陈述 中 所 加 於 v1, …, v， 的 同一 不 等 式 . 
再 ,我 们 有 


PEB, U, 是 在 将 A, RE x, 的 多 项 式 时 ，x ARE. 但 A, = Anlar) 
(x, 一 #1-1); 故 得 ; 

U, = D;-1-r As-1, 
此 不 的 De-i- EER 一 ro … — z-i 中 ,每 次 取 :一 1 — r 个 作成 的 积 之 和 , 因 
之 ， Ds-1-r pT, 由 龙 


A, & p~! As lE] < < H:-1, 


e e 
(z,-z1) Sg (z;-z,-1) 
故 知 圭 从 答 定 的 Vestis `°" Vns Vs 取 & H"? 个 不 同 的 值 . 显而易见 ,这样 的 结论 
HR s= 1 也 成 立 . WZA v1,…，v。 中 ,其 使 和 数 kio 十 … T kn o …， 
Kı vi 十 … + Kz Vn 局 检 任何 一 和 组 蚊 篇 1, P, °`" "5 p 之 区 间 中 者 ,其 组 数 F 
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<1:H-..He-l—=H 2 , 


由 是 ,注意 
pt v p a-y). er p" (1—") nl 


出 已 容易 起 明 引 理 成 立 . 
引 理 17. R k 与 ! 篇 两 个 正 整 常数 ，rti(m) 篇 方程 zoem 的 正 整 
数 解 x1, …, xx 的 租 数 〈 特 别 有 rz(m) = r(m)), E 篇 欧 拉 常数 . B 
a. Talm) < m*° ; 


b. 之 (T,(m))! < z(In z + 1)*1; 


Om 


c. > t(m) = z(Inz + 2E —-1)+0(vz). 


0cm <z 


证 . 不 等 式 (b) 的 初等 证 明 已 包含 在 K. K. BEES REKRY ( < Jloxx. 
AH CCCP», 1939, —+-—4 3). 


ar F A BJ WH: Z 
在 本 章 囊 ,我 们 要 来 导出 奇 屋 级 数 ”S METER, IS ES EST, E SS pQ SS X SSL 
章 中 将 要 用 到 . 级 数 S 是 由 哈代 - 李 托 伍德 首先 予以 指出 兹 加 以 研究 ， 
专用 记号 . 在 本 章 中 ,我 们 将 假定 x 3, RATARI: 
对 (a, q) = 1, q > 1, 从 


Se emg" . (1) 
对 正 整 数 4， 整 数 N 及 固定 正 整数 +， 我 们 用 记号 M(4) = M(g, N, r) KiE 


FRR | 
x 十 … 十 入 三 N (mod g) 


当 x1,…, w, 分 别 独立 的 跑 过 模 q 的 一 完全 剩余 系 时 的 解答 的 组 数 . 此 外 ,分 4 跑 
过 模 q 的 一 巴 狗 剩余 系 ,我 们 假定 


28 
gs 
E 
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Ala) = Ala, N, r) = q" SI Sr emiaN, (2) 

我 们 又 全 (车 下 之 无 限 级 数 收 敏 ) 
S—S(N,) = XAG, N,r). (3) 


我 们 用 字母 p ANRE. APNA, E p> 2 时 ,存在 数 g, 使 得 对 於 所 有 的 
整数 * > 0，g PHS p 属於 指数 oO), 而 且 , SAA 六 的 斌 蜀 剩 儿 系 中 的 任 一 
数 , 必 有 一 唯一 的 非 负 整数 b< (p), 使 其 = g'(mod p). £ p = 2 By. 存在 数 
g， 使 得 对 於 所 有 的 整数 s> 1，g 对 模 2 属於 2p), mA, HH 2 的 经 
狗 剩 依 系 中 任 一 形 如 4m + 1 的 数 ， 必 有 一 唯一 的 非 负 整数 b < 2 oa), E 
== gš(mod 2:), 

我 们 用 T KE ”的 规范 分 解 式 中 p 的 指数 . RE 

=T+1, #% p>2， 
y=T+2, É p=2. 

LEURE T ZERRE) 


p(p) = PPN, r) = È AW, N,r). (4) 


B| FË 1. Esa dis `s qk 两 两 互 素 , 定义 O; 如 


Q, = qi q. 471. 
则 有 


Saa g Saak — SaO t takQk.q qa š 


qul q7! PLA az 5 
人 
CEEL S i Gk- Ah 
x. =0 K, =0 
1 Ř 
q 1 q 一】 aQ, +e taO 
>, a = 1 “t X(QO x +-. Os, )? 
= ... e q y“ qk ( 1 1 k k) ; 
x. =0 370 


因 Oiri 十 … + Oirr 跑 通 模 gq1… qk BRERA, 0k p |BBEBIEL AN. 
引 理 2. SX gq1，…, qk WAALR, HA 


Alq) `: ° A(4.) = A(q1…… qr) . 


证 ， 合 a1，…, ax 分 别 跑 过 模 q1,…, qx 的 解约 剩余 系 , 则 得 ( 引 理 1) 


< 


x~ 


1 期 


A(g1) = Ala = (2) `: ° 


= (qı ... 


因 a101 十 … 十 aaO 跑 通 模 qito 


引 理 3. 我 们 有 


| S; || < (6 — 1) V p; 


POE ë 2 Sk We Éq Ht % 


6, 


óé6=(n,p—1). 


人 


qr 的 刻 约 剩 儿 系 , 故 引 理 即 已 证 明 . 


Paa EN- 
-2zi +-+ N 
4,) > ak > Cu u =: Sai e £ a) = 
41 g, 


2 a 
一 人 
JAT È D Shotton A 

a 

k 


PRE AENT e SO E 
' 
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证 ， 如 所 肖 知 ,党 (z, p) = 1 FF, DEEN £” == (mod p) 可 解 之 充分 且 必 要 之 
休 件 篇 indz E 5 Es, METER, HERRAS ô 个 解 。 HZ, # 6 = 1， 
则 有 (第 一 章 引 理 5) Sap = 0; 而 车 5 > 1， 则 得 


3—1 


a 下 之 


由 是 ,对 於 每 一 £ = 1, S 


之 项 合 任 , 则 得 


mindg 


FF 一 


x s 2 


5—1 1 p-l m(ind sl —ind g) a(s —z) 
i—— —— ni 
< V (ó 


i 


p— 


az 


2xí 


可 一 


Š 


zi = zz (mod p) 


(Sal < YD SSS 


m=] 


z=1 z=1 


2zi 
e 


Dor 


1 m ndg 


e P 


,了 一 1， 将 根 号 下 之 和 数 中 其 满足 条件 


minde 2 2Ds 
p 


Ny DET- GD. 


引 理 4. 说 a 篇 整数 , 1 < a < 


H. MBR 


£=0, 


Sap” 


n, (n, p) = 1. 则 


== pt 


x= pal £ + z 
EIRENE Sape, DER E 与 z 相互 无 关 地 跑 过 值 


spal 


2Z 一 U0,… 


pi — l1, 


pe 


3 


人 
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则 此 和 数 之 项 即 化 篇 
= 
ZER. j3tSRHEPCIF— Bb p RREZ z BREZ 159535. 故 和 数 Ses 
只 等 从 那 种 项 之 和 , 其 z 篇 p 之 倍数 , ËD x 篇 p 之 倍数 者 . 但 此 种 项 篇 数 等 於 
p"-!， 且 其 中 每 一 项 峭 等 於 1, 
引 理 5. g a 篇 整数 ,a > n, (n, p) = 1. FI 
Sapa = po Sape". 
证 MAARA n2 r+ 2) 
=p 8 + z 
AFE Sepo, IGE £ 与 > 相互 无 关 地 跑 过 值 
E=0, ,pil 1, z=0, =, ptl, 


则 此 和 数 之 项 即 化 篇 


n ang”? 
2xi( +5 ë 
" 人 加 十】 ) 


之 形式 ， JCSNBRSPCIE BBS p REZ = 的 各 项 所 成 之 和 等 於 雳 , 故 和 数 Sapa 
只 等 於 那 种 项 之 和 ,其 z 篇 p ZERE * 篇 p 之 倍数 者 。 由 是 


a-l apa” a—n_ ax? 
d 1 2ni pes: P l 3r — asi 
Sa, pl = 2. £ ss ptT” A LS s P Dap -7 Š 
x =0 s = 0 
引 理 6. 我 们 有 


Saal < nqa, A(g) Kg. 


证 . 我 们 只 须 才 明 前 一 不 等 式 即 可 , 因 和 合 一 不 等 式 由 此 容易 推出 ， 分 
q=p' pe 


篇 数 q 之 规范 分 解 式 ， 我 们 现 引 用 引 理 1, 此 时 我 们 合 qg = pz, EARRA 
a= aQ, 十 … 十 oOk (mod q) 来 定义 ay s ak (如 所 过 知 ,对 常常 是 可 能 的 )。 如 
是 ,车 用 等 式 Soa = q!" T, 引入 记号 Taas UES: 

Taa = Tappi i Tarp. 
但 当 1 < a < n, (p, n) = p, 我 们 有 


|T. |= P707” | Sapa |< < p< n; 


IM  mzwunanunnmx= I 


当 a 二 1. (p. n) 三 1， 有 (5 引 理 3) 
IT a a| <p Eny p S< np š; 
当 1 <a<n, (p, n) 二 1， 有 (3 引 理 4) 
|[T. |= pos) Pal = p< 1. 
故 当 1 < a< n 时 ,我 们 常 有 
n, Æ p< nŠ, 
j P po n 
后 一 不 等 式 当 a > n RERA, ANH 5, 当 a > 2， 有 
Ta pa = p00) pT} Sapana = Ta paan, 
因而 a > ”之 所 有 T. BFRE— a< n 之 Tapo. HERRE, ENIF 
[Ta |< n; [Sa |< ns qt". 


引 理 7. BHH + 4n 及 整数 N, ABRA 


| Paya] < | 


x, + + x; == N (mod p°) 
在 非 所 有 的 XJ, a Tr 此 能 篇 P Fei 2 EE F Pur 88. 
证 ， HP N =N 一 1+ r, 0 一 0， 故 只 须 在 假定 (N, p) = 1, 0 <N <p' 
之 下 , RER MIRRA 
xi + --- + z" = N (mod pr) (5) 
对 其 一 s <4n— 1 可 解 朗 可 ， 
3: p= 2, p= <A. MAA (5) 当 上 = N 时 可 解 , 因 篇 我 们 可 以 
JO Eka) 


y= --- = x, = Í. 
设 p> 2; 我 们 现 来 讨论 使 同 余 式 (5) 可 解 的 最 小 数目 (= (N). 我 们 现 将 
数 N 与 数列 v = 0,…,n 一 1 中 之 一 数 v 对 应, 此 v ERARA (s 二 y) 
N = g’ (mod p”) 
HERZ b WH n BUDE SE 3088. 车 No 与 N AERE v, WA 
No = gh (mod p°); bb (mod n); b= b+ kn, 
No Æ N gttr) | gti = Nz" (mod p?) ; z = gt+r(p"), 


而 由 (5), W 
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(x zg)" +- + (x=,z)”"”= No (mod p') . 
JGBHRSEB (No) < (N). MARRE ¿((N)<2(N0). 故 得 扩 No) = (N). W 
之 , 与 同一 v 对 应 之 诸 数 N 此 对 应 同一 的 值 :(N).。 由 是 可 知 ,我 们 可 将 讨论 中 的 
所 有 数目 N 分 成 m(<n) 个 集合 , 具有 同一 值 (N) 的 数 属於 同一 和 集合. 
设 各 个 集合 的 最 小 代表 数 , 按 增加 的 次 序 排列 时 ,是 
Nas ai Nya 


显而易见 ，Ni=1,， 因 篇 1 是 它 所 属 集 合 的 最 小 代表 数 ,而 且 也 是 最 小 的 正 整 数 ， 同 
了 时, 由於 1=1， 故 有 (N i)=1=2—-—1. RARASAN KERER ((N;)<2; —1. 
设 此 不 等 式 对 Ni,…, N, 此 成 立 。 数 Na 是 它 所 属 集 合 的 最 小 代表 数 ， 而 数 
Nia — 1, Nia 一 2 中 必 有 一 不 能 篇 p RE, 故 必 属於 以 Nites Na 篇 代表 数 的 
庙 和 集合 之 一 ; Z, (Nj, <22—-1 + 2<2( A + 1)—1. H, RS Ne) S 
< 2m — 1 < 2n — 1 < 4n — 1; 此 朗 证 明 p > 2 时 之 引 理 . 
引 理 8. #ARA 
y” = a (mod p”) 


Ey 不 篇 p RELEF FP AR. MURER s> y, ABRA 


x” == a (mod p) 
也 可 解 . 
yt. 我 们 常 可 求 得 非 负 整数 5， 使 
a = y” g° (mod 2°) . (6) 


特别 ,由 此 可 以 得 出 “1(mod zr); RZEK b 我 们 有 5b=p'(p —1)5, 
任 取 一 非 鱼 整 数 %X， 我 们 可 以 将 同 鲜 式 (6) 中 的 指 整 b 代 以 新 的 指数 
b + kp! (p — 1) = p (p — 1) (b+ kpt). 
同时 , 若 合 n = pn, Mh (n, p) = 1, RATAR k 使 得 括 跳 中 的 式 子 是 1 的 
倍数 亦 明 ,所属 的 新 指数 郎 取 p n h= nb 之 形式 , 此 处 的 4 是 一 整数 ; 同 余 式 
(6) 划 权 成 
y” g™ = a (mod p°) ; 
者 也 就 三明 了 我 们 的 引 理 ， 
引 理 9. Z + 篇 整数 ，s > y, 7 之 42。 RH 


M (p's N, r) pe-ne-D , 
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#. 由 引 理 7， 存 在 一 不 篇 p 所 除 如 之 整数 y, 及 整数 Y2s ` Yrs 使 得 
=EN — yy (mod p”). 


分 数列 x, `, z, 中 的 每 一 x; 相互 独立 的 跑 过 模 产 的 最 小 剩余 系 中 半 模 六 S y; 
同 余 的 那 种 数 , 则 得 ze -57 个 数组 x; …，xr。 对 於 每 一 个 这 样 的 数组 , RRA 


PEN 一 起 一 … — (mod p”) 
FRA. 故 ( 引 理 8) AMBRA 
EN — x — — z” (mod p) 


可 解 . JERAR. 
引 理 10. 设 m 篇 整数 ,mw > 0. HI 


> A(q, N ,7) 一 Me-D M(m,N ,r). 


qim 


w. 我 们 现 来 讨论 和 数 


2 Guss), 


此 和 数 等 於 mM(m). 将 此 和 数 中 其 mla, m) "1 等 於 同一 值 9 的 各 项 合 在 一 起 ， 
而 当 q IRER, Xr az 跑 通 模 q 的 一 肇 狗 剩余 系 , 则 我 们 对 此 和 数 即 得 
Asi ag( ftt” -N) 


s' s ¿u mS AG,.N,r). 


q/m so S x =0 q/m 


引 理 11， 当 r>2rn+1 时 ,级 数 S(N, r) R YC, N, r) ESIa, B 
S(N , r) = || (p, N 
此 处 p BBIHAR. 


证 ， 级 数 S(N, r) R Yl, N, r) LARAS, 可 由 引 理 6 推出 。 再 , 当 
£ > 2 时 ,我 从 有 ( 引 理 2) 


Ht Ra A N pÉ Sn Niya SU SG: sy. 
p< 


PSE s=0 qE ” 3 


EER, 第 二 和 家 加 项 只 包含 那 种 4(4, N, +)， 其 所 对 应 的 g 值 ,不 能 篇 任何 p> £ 
MRE. HA OCN, r) EAKA kE 《一 oo 时 ,第 二 袖 加 项 趋 於 竺 ;而 第 一 袖 
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加 项 则 趋 於 S(N, r). 
引 理 12. 当 + 之 4n 时 ,我 们 有 
S(N,r)>1. 
W. 由 引 理 9 及 10, # +> y 时 ,我 们 有 


> Alq, N, r) p~e 9+ ene- — pri, 
q/ps 


对 "一 o WEER, WUA 
yp, N, r) Spe, 
此 外 ,我 位 有 (5 引 | 理 6) 


pp, N ,7) — ] = > A(p’, N, r) < £ p-r») < r 2, 


J 三 1 


故 当 co > 1 充分 大 时 ,对 於 所 有 的 p > co 我 们 有 
| (p, N, r) 2 1 — 5 
KZ, H5 11, bf 


@(N,r) = [f vps N, r) [Ë eN, A> Meor J|] ae. 
— P< 


Pe p ĉo 


第 = # 
一 个 定 积分 的 研究 


在 本 章 中 , 我 个 将 要 对 一 个 定 积分 之 某 一 部 分 半 出 一 个 在 第 四 章 及 第 七 章 顷 可 
用 到 的 渐 近 公式 ,所 赔 的 定 积分 是 用 来 天 出 以 一 定 多 个 正 整 数 的 x 次 方 之 和 来 表示 
一 个 整数 的 表 法 的 种 数 . 

原则 上 , 过 个 定 入 分 是 奥 哈 代 - 李 托 伍德 在 他 们 的 研究 中 用 来 表 出 同一 表 法 的 种 
数 所 用 的 积分 相近 . 我 们 过 囊 所 作 的 论 届 ,就 其 基本 枫 念 来 机 , 是 和 他 们 所 作 的 奥 
HARRER, 

专用 本 号 . 在 本 章 中 ,我 们 假定 n> 3, RATARI: 

r 是 满足 休 件 + 之 24 + 1 的 固定 整数 ， 

N 是 满足 条件 N 2 C 的 整数 ,此 处 C 是 一 充分 大 的 数 . 
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P=[N'], T=2np"!，No BL N, 是 整数 , 满足 人 条件 N < No < N, 
No— P'S N: SNo. 

B 是 满足 条件 1 < B< 1 — v 的 一 常数 

符号 WN) 是 用 来 肥 将 一 数 N, 表 成 


N, = x, + +: + x? 
的 表 法 的 种 数 , 式 中 ro, z, 是 正 整 数 . 依据 第 一 章 引 理 4， 我 个 有 
W(N;) po | Í. L? 2 一 2ria Ni da: La = > C2riax ”， 
r-i z=1 
包含 所 有 满足 人 条件 
a 1 1 
een tam (a,q)=1; k” bu a 0<9 委 Pi 0<a<4q 


之 a 的 区 间 称 篇 基本 区 间 ; 从 区 间 一 +- !<a < 一 ?7 ! 二 1 中 除去 基本 区 间 之 后 
ME TAREHA. FEH BERTAN a Hg 之 基本 区 间 不 会 包 
含有 共同 之 a 值 . 事实 上 ,由 


@ 
up as Sl q s SEO sa yeu aa ss 
q qı DP g7 q’ qT qıt ° 
序 得 
N 3 1 


< 


qd! T? p: S 


29! 一 419| < 2. PEI 
qa, | <š: 3P2 ° 


积分 WON) 中 对 应 於 基本 区 间 之 部 分 ,我 们 用 寻 号 W (Ni) KER., 
除 上 壕 记 号 之 外 , 在 本 章 的 论证 中 , 我 们 迁 将 探 用 第 二 章 的 一 些 专 用 记号 . 
Wo(No) 的 渐 近 公式 ， 改 a 属於 含有 分 数 7 Hika, MAA r= z: +s 
多 换 和 数 L., BAR + 跑 过 数目 += 0，…，49 一 1， 对 於 给 定 的 s, z 则 跑 过 区 间 
— sq! < i < (P—+) q! (1) 
FHR., 於是 ,以 z 表 w， 则 得 


_1 I s” 
L. s 5 2 (FF telato”) RoN 
as” 
e 9 D,(z); D,(z) Z= >: eliz (qt+s)” 
t 


但 在 区 间 (1) 中 ,我 们 有 
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£ |z| (qt. 
故 由 第 一 章 引 理 13， 


(P=s)a-! I n 1 fP m 
D, = e2xis (qt +š) dt + 40 = 了 | C2xIEX dx 十 48' , 
0 


-s471 


由 是 ， 
La = ps +40” 4; v= | erin” dx (2) 
a 4 q 5 Ü ° 


但 由 第 一 章 引 理 14, a 及 第 二 章 引 理 6， 我 们 有 
P, 若 Ed < P7, 
|z|"", # P-"<|z|. 


Sa,g 
á q 


<Z gz; Z= | 
显而易见 ，Z4”， > 9， 因 之 ,由 (2) ,我 们 即 得 
L. 一 (? Seay K (Zay qq Z. 


但 当 w > 0 时 ,我 们 有 2" — 1 < w; 故 得 


L? e 2=iaNi = 
z y (E SS ls 十 O(q-! Fr-1 "a 了 -2-* Zr |z | p"-*) 
由 是 ,对 从 积分 WN) 中 ,和 与 包含 分 数 F 的 基本 区 间 相 应 之 部 分 Hs,s， 我 们 有 


H, = R. (No) Sea) aa oF; 


(er) "1 . (a) “1 
R (N = g e7 2=isNo dz ; F < ( -1 Zr-1 十 q 2 v Zr > Ps dz , 
9AeY0 igya i g 
再 ,我 们 易 得 
SeN (~ x ° | 
($) (Í g e 2=isNo dz 十 | gr e 2=isNo ds ) < 
4 -%0 | (ar) -1 


oD 
< q" | a gor dz < q 1 pr-"-! I 
q 


P 但 
F «| 《9-1 Pr 一 ! 十 人 Pr*+s-v z) dz 十 
0 
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[s.a] 
+ | (giz dD) + 22 v y tl pa-v5 dg < 
pn 


< q`! 了 Pr 一 mn 一 1 十 gas pron- . 
因 之 ， 


Haa = RONo) (=) ea k Ofgar + g2 pr-n-+) , 
R(N.) === N p eT 2rizNo dg ! 
但 若 合 M = |2 P"-"] ， 划 有 (加 用 第 一 牵引 理 3) 


—rl+1 f 
W(N,) = Ho. 十 | ! L? e 2aiaNı da = 
z- 


-r l}i 
= R(NQ + | da 十 O(P="=), 


SEAR tp da 
S' W(No—N'—N") = RONo) M? + o( Í a or a m), 


N"=1 


M» 


M2 r x T, Na = R(N) M? + O(Pr-n-v M?), 
R(No) = rv T, NỌ! + O(P" >), 
r —2xi &N 
H, = r x T, Ny! (s) e o Ti + DO(I-LPr-a-1 十 9-z-v P-a), 


将 此 不 等 式 就 所 有 与 给 定之 4 相应 之 <， 然 后 再 就 所 有 之 4 = 1，…，[P RM, 
ÉP Ni = No, RIS 


(T (1+y))" 


Wo(No) =F, NP D A (a Nor) +O); F= Pov) * (3) 


0<q<PP 


过 公式 也 就 是 本 章 的 目的 . 


第 四 章 
W K E W 中 Gn) BJ Th ë 


在 本 章 中 , 当 >” 3 时 ,我 们 将 解决 华 林 问题 , 此 问题 请 (1770 年 ): 上 所 有 的 正 
BE N HJ KOK 


“4 数 m= Ë BE E 


N = x + --- + xz” (1) 


之 形式 , 式 中 x1, …, xz 篇 非 负 整数 ，+ 不 超 光 一 仅 与 n 有 了 关 而 与 N 和 无关 的 数目 . 

RARR G(n) KARRA EREA r 的 最 小 数目 :存在 c = cela), 使 得 
所 有 >e 的 整数 N ATAR (1) 的 形式 ,其 r= G(n)， 但 决 没有 | 使 得 所 有 
> 的 整数 N ATAR (1) 的 形式 ,其 + < G(n). 如 是 , 则 本 章 的 结果 可 以 更 
完全 的 写成 

G(n) < n(3]n a + 11) (2) 

的 形式 . 

道 套 所 用 的 方法 也 可 以 用 来 解决 更 普 双 的 问题 ;例如 , 将 充分 大 的 整数 N 用 多 
项 式 

a, z" +e + ax? + ax 

ñ&n Eq ALAARA RESE, B UE 4S3E Joh 1 
BOWEEr Eka. AHRIFIBSCE3KEHAIB ES 3FIM ESU BES 

篇 了 广 明 不 等 式 (2), 我 现 来 讨论 一 个 定 积分 ， 其 全 哈代 - 李 托 伍德 在 解决 药 林 
问题 时 所 用 的 积分 相似 . 但 在 丢 积 夯 数 中 ,我 引入 了 两 个 因子 (和 数 0。 及 sJ), 使 
得 可 以 按 曙 外 的 方式 来 估计 对 应 从 饼 区 间 的 那 一 部 分 积分 ; 尽 癌 之 ,就 是 用 由 本 书 方 
法 的 一 般 考虑 所 得 的 估 值 去 代替 由 外 耕 拓 方法 所 得 到 的 估 值 . 

HAER. 在 本 章 中 ,我 们 将 假定 > 之 3， 北 保持 第 三 音 中 所 用 的 记号 r, N, 
c, P, r, B, La Wo(No)， 且 规定 + = 4n, B = +; 在 诸 间 中 所 说 的 将 区 间 一 r-1<a 
< 一 rz-! + 1 分 成 基本 区 间 艇 区 阐 的 分 法 也 仍然 保留. 

WAR Po = [V 互 ]，” 跑 过 区 间 3 Po < "< Po 中 之 素数 ; V 是 v 的 个 数 ， 
Rib, R w 奥 so OBRERA, FE, REEERE NRA. — 


I(N) = | J 


k= |a th e- [es +e 


l. 数目 x 和 数目 s. B 


Opi]. EE i ENE 
p= [be]; p [Er] [e]. 


分 £, BOB Të c = Pass 2P se Y. 任 取 一 * 三 1， …， k; B 


1 
+ j: Qa 3? e 一 2xraN da ; O. = > > C2niar wo . Sa a ` griau. 
v “a “ 
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u, = Êl 十 … 十 gr, 


而 来 考 感 由 所 有 的 =, KA OPI MERKES Og). 
E ARANE A Sar, KA (s) PZR FAR Pi 与 (2P1)" Z L, B.R. 
不 相等 。 同时 ,其 中 在 数值 上 相 隧 的 二 数 , 其 较 大 者 与 其 较 小 者 之 差 大 於 nP. 
事实 上 ,我 们 的 说 法 对 於 集合 (x1) ESA, AHRR 


Py ssh (2 P, — 1)”, (2 P)” 


所 各 成 . 
邻 设 我 们 的 说 法 对 集合 (x!) RER w 与 u” 需 此 集合 中 在 数值 上 相 阵 之 
二 数 . 我 们 来 讨论 数 


u, u + PP... + Pai — 1)*, z, (3) 


£+1 °? 


於 此 ,我 们 有 (c 充分 大 ) 


(w + Pi) — w =P > nP 
(u F (£+ + 1)” uu (u + I > aP ag (+1 T Prti, H y 2P +i K 2), 
u” — (u + (2P — 1)”) > n P? — (2 PD > n Pi. 


此 即 指 出 (3) 中 之 数 不 出 乎 界限 w 与 w" Zh, BERRIS, R, 其 中 在 数值 上 
相 阵 之 二 数 ,其 较 大 者 僵 其 较 小 者 之 盖 大 论 nP?i!. 因 之 ,我 们 的 说 法 对 於 集合 (#41) 
也 成 立 . 

REE x 的 个 数 等 认 


1 
P, ew P, > pli+(1-J)+-+(1- 41 = pr-a(l-v)$ > p” 12 5 


ÉA w = wa, MEREEN REDT IEA w 此 在 区 间 (SP) << P 

PERERIKA, BAREA k E E RA BRN E 是 正 整 

数 ;最 后 ,对 於 过 种 数值 的 个 数 U 我 们 有 不 等 式 
s: 

UP n, 


EARUM, EDA Po 代 P, DA kitt k, WER 
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I—v 


n— n (1— v) A 
po G 99 s pa e 


我 个 郎 做 成 具有 下 壕 人 条件 的 数 o: 

所 有 的 mw BEER C$ Po" < wo < (È P)” 之 内 ,其 中 无 两 者 相同 ， 且 每 一 
个 皆 是 形 如 全 的 ko 个 数 之 和 ,此 处 的 66 EERS Bk, SINEERA Uo, 
我 们 有 不 等 式 


PE 
U> P, é. 
2. CREBE 2。 的 估 值 . 依照 第 一 章 引 理 7, 区 间 —r Ka<—r +] 
中 所 有 的 a 此 可 表 成 


a 过 1 
a = — + z; (a,q) = 1; 0 < q< /N; |z] < —— 4 
4 ma S |< L: 


的 形式 . 

我 们 先 就 鲜 区 间 中 能 以 q < PM RR (4) 之 形式 的 a 来 估计 和 数 Qa. 此 时 ， 
和 数 Qa 中 ;在 给 定 的 £ = 0, …， q — 1 之 下 ,对 应 於 形 如 v = qt + + BJ e 的 部 分 
SFH 


D, Deczriog0 ; $1) = r. + z(q: + $)”, 
"a t 


此 丰 z EBT EE 


PLHP 


的 某 些 整数 . HERE 上 增 到 1, 0) 乃 多 篇 革 一 形 如 nz(gt + 40 十 "19 的 数 ,其 
和 对 值 不 出 平 界限 A! 与 2*-14-1: 之 外 ,此 处 的 4 = 2"-1(n|z1P8-1g)-!，。 同时 ， 
HH 


1 1 


我 们 有 P, < 4< 站 -1， 因 之 ,依照 第 一 章 引 理 10， 我 们 有 
Po n ps q lev: t N 
Qa < q U, — P, = Uo Po s <U V P, 4 In a 
7 Us P S. 


ME, RARRERPEL q> P+ 表 成 (4) 之 形式 的 a 来 估计 和 数 Oa. 
ARA v= y(mod q) 的 解 的 个 数 7(y) 满足 人 条件 


we 


& é 


h 
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7(y) < (2 十 1) 4°; 
BJ 4 


— 2xtu ay t (y) 
a= >: >'7(y) Ú" ; (y) < 1. 
uy y 


违 用 第 一 章 引 理 10, b, HUf#* 


0: < Ju (+ 1) nn; PPr < UPa JL (T+) (++ +>) < 


1—v 1 
<U VPE tN:. 


3. Gln) 的 估 值 . 我 们 现 来 估计 积分 ICON) PERRERA T CON). 


我 们 有 


1- v L 1 
L(N) < Pr Uy V PE | jide 


= P U, y pi EA T4 +a | (> > ¿es ) da, 


i tt 


此 不 的 <” EB < 所 跑 通 的 值 . 由 是 


1—v 工 一 Y 
I(N) < P'U, V PE -FNU <P U V PR -F N: p- U2 P < 


& Pr V U UP SS., 


我 们 再 来 估计 积分 IN) 中 对 应 办 基本 区 间 的 部 分 To(N)， 我 们 有 


IN) = Š WolNo); No=N— wov— unu”, 


0 


N > N (Fn) r -2(4rY >Z N. 
由 是 ,运用 第 三 章 公式 3)， 邹 得 | 


L (N) = F, > Np! © Ala, Nosr) + O(V U, U? Pr~»). 


No 0<4<Pt 
再 ,我 们 有 (第 三 章 引 理 6) 


之 Alq, Ny r) < P~, 


q>pt 


因 之 ， 
L (N) = F, > N?! S(No r) + O(V Uo U? Pr "7*) 
N 
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I(N) >VU ULN", 
但 I(N) 是 将 数 N ER r+ 2k + ko 个 形 如 w” 的 项 之 和 的 表示 法 的 种 数 , 此 不 
Ww 是 正 整 数 ,而 


2]n 12n +L In 61 


PRES (i 5) T —In(1 p) 


+ 4 + 41 < 


<(n- T ]Ghi2n tin6n) + 4n + 4 <n(8lnn +11). 


故 得 
G(n) < n(3In n +11). 


第 五 章 
利用 整 多 项 式 值 的 分 数 部 分 所 作 的 近 肖 


在 本 章 中 ,我 将 还 用 我 的 方法 到 过 样 的 问题 , 序 利 用 整 多 项 式 值 的 分 数 部 分 来 近 
逼 所 答 定 的 里 分 数 的 问题 ， | 

šB BE PHTEBR JH 69 3 H, P| Bb Ra 82: E PS YZ RU HE , B Py ER E Pa S s 
Tü EË BJ p1 1882 yasta BB ek, RAA EEES RAEE ENER 
RAKARE. BEMER EEB5 Ep a s lam. 

SAHER. EKER, RERE s> 4, PRATAR: 

hoj 及 n E g 个 满足 条 件 0<4<…<j7i<zn 的 整数 ; 

f(x) = ax? +o + ajx! + anx”; 

ahs sjan 篇 实数 ，! 篇 h…,j,n 中 之 一 ， 


a 0 
L Er a s 


此 不 的 co 是 一 充分 大 的 数 ， 


_ 1 s 有 i 1 _ yb InP . 
A titn; P=- (nD) In(DinD+D) ' 


In(D In D+D) | i QW 
— —.N8ÑTF  .— * = a == v s t = 1, n ; 
M = geUte) ;i A = q"; k = |a: +1)ge; 十 |: a = (1 — pv)*. 


选取 (过 常 是 可 能 的 ) c1,…, co， 使 满足 条件 


w 


+í é 


” 


AT y ` TRED A ASER G Podio a 
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的 。 chm? 
C1 < < Cgo | eerrereerersess == Ü ' 
a 
3 x 


Xss = [ P: c]; £, = [p °]; £ = | ys R s s 一 | E 


我 们 用 记号 v KR, E Bye) EE Ri) 
Xis — Er < x,,, < Xis + Ë, 
中 之 整数 ;又 用 记号 G RERA Cero to zre o teo o Zaa) 的 组 数 ;显而易见 ， 
G2 (ED (Prep ), 
对 每 一 = 1 ek, DOREIR 0 < mi < M 之 任意 整数 m, U, ms， 分 


Un =m, tii Ht mi ez; U,=U,, H+ Ukri =h, jn. 


1. — EDERRA. 作 一 些 长 篇 
Mp9 ,Mir 1 


的 区 间 ,我 个 现 来 估 讨 使 U, a" U, >。 相应 地 落 太 这 些 区 间 的 数组 (xp ...5 Xs) 的 
租 数 9,. PZ (xi, Sety xz), (xı F Ci tsa a eje Ce) 篇 如 是 的 二 和 组， HI 


ms, (C#1 + Ç) — xi) Hoet mg ((z, HEA at) = 0 Mp, 


?0.1 ((2: F C1)" — xp) + ` + me ( (x, T Çe)” aš z”) = 0, Mp; 9 


yë uJ t$ 
Mel i Bs,1 二 Mee p Bae Cp = 0, M, 


E 


Mei i B,,1 61 十 … 十 Ni 2 Bag Ce = 0, M, 


EER, E co = co(e, n) 充分 大 时 ,所 有 的 Prs 与 1 非常 靠近 ,使 得 行列 式 
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在 数值 上 > 1. 由 是 容易 得 出 


M 
Ms Cs < M; c Em; $ 一 1 
fis 


因 之 ， 


再 作 一 些 长 篇 
Mpt- Sati Mp” 
t , ° £ 


的 区 间 ,我 们 现 来 估计 使 得 Lo 分 别 落 和 人 人 这些 区 间 的 数组 (ee 的 组 


$ ®,. $ 由 
Mpi” Mp” 


= -yD 
Mp: 1 Mp: ` e 
RAPIE 
g g vD 
e, < — M P: 
fHy.1 ... 27} £ 


ME Do， 我 们 也 有 不 等 式 


9 p 34 
U,= Zast U, = gs 
的 解 的 组 数 Pol zs, eeey Za), 依照 第 一 章 引 理 15, 我 们 有 


Mr (pi + pE? 


加 (ap z.) < Oi Be < 0; 09 — — (1) 


1,1 ° Tie Pk. Mhkg 


SRE U0,， 我 们 也 有 不 等 式 
U, < Mp’. (2) 


2. 基本 和 数 的 估 值 . 我 们 现 求 估计 和 数 
P 
r= Ë | E, eeoa 
y=1 


jE, Zo 傈 表 一 和 数 , JtoR AnS6 RE h ye 25 BJ G IRRA. (xy, tta Xiggs Ëk, 1s 
+ "3 Ske)» 也 就 是 展 体 於 所 有 的 G 个 数组 (U;, "°... U,). 我 们 有 


p 
下 
y=1 
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ERMEE (Us,…, Un) 是 和 数组 (Us,…, Un) 处 於 同样 情形 . 
用 记号 pu, tty Hn) 记 不 定 方程 租 


U, — Ur = ua, t, Ur — U, = wu, (3) 


的 解 的 租 数 , 由 (1)， 显 然 有 
plur, Kn) < G $. 


由 (2)， 存 在 数 c, ， 使 得 不 定 方程 组 (3) 仅 对 於 属於 区 间 
— ch) MP <S u, < c) Mp, e, — c) Mp” < u, < c?) Mp” 


中 的 Hh, ``", Hn 始 有 可 能 成 立 ， 分 Uns ``", Hn BIB IB HE ppi, g 
>S (phur, ya , Hn) )2 < GOS.. -D pug, un) = GO. 


Ka 


HEAR, RAE (238 RHE 10, b 的 起 明 ) 


£ 
| T |2 <p 之 m 之 METE Hn) ` e2ni (apy upt tapy” uy) f 


y=1 


所 


Ti < —— _ C2xi lapy up t + ay (uf +u) t-t any un) 


“j “, 


ERRER y —IB AB 658392 w ， 写 跑 过 区 间 
一 2c0 Mp < u, < 2 c) Mp 
中 的 整数 . 由 是 朗 得 


< 


Tt < p G3 $ M- 1 p! ME- 1 pP" -5 S 


= 1 =1 
y, y 


2 
` ` e27ia (9179Y ) (wf +u) 
H "I 


Ë Ë 1 
3 0 Me-?2 ,D—21+2 : 228 
< GØ Mz 2 p >` > min Ç p a =): 


y ,=1 y=1 


当 y1 给 定时 , 差 数 yi 一 y ma TEREI q 的 某 区 间 中 的 一 些 整 数 ， 故 由 第 一 
章 引 理 8，a， 我 们 有 
T4 < G? Ọ Me-? p?-2+2 p(M? p? 十 M paq) < PME po+3, 


Me (t+1) ZN —vDt+ge pD — 1N 1⁄4 
T < (G7! ME pp 1)1⁄4 < (pi pr) P 1 I 
pG Mit mig Mka Mke 
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pg(k+I) ¿ keD. , 
4 + 3 + 


T &< p G ———v TK O-v——  —. 
P (mi,1 me ml mee)’ 


定理 。 存在 。 一 <(%)， 使 得 对 从 任意 实数 4， 不 等 式 组 

| |f(g) — ç — A| < cg"; 0 < z < q22 

可 篇 整数 z 及 ”所 满足 ， 

É. 由 第 一 章 引 理 12， 存 在 男 数 (z), HENA 1， 且 具有 下 之 性 质 (a+ 
1 


1 a = 4=Bp— 1 
++ a =A=BP > A) 


1. ET OEGE 在 区 间 A— A=<z<A A+A Ñ. 
2, (z) 二 0, 在 区 间 4 +' As 和 ss 和 1l+4 一 和 内. 
3, (2) 可 展 成 形 如 


on 


ple) = A + (z), (z) = >; (An cos rms + Bw sin 2zmz) 


m=i 


ZKR, DR Aa < Flm), Bu < F(m), B 


1 
A, m <—, 
ee | A 


1 1 
F kr 
我 们 现 来 时 论 和 数 
bP 
H= > | E oG) + D hlf ye) 


二 5 plte )) … > o (f(yzr:)) | z 


a. > 
於 此 ,我 们 有 
E hd) < > Fm) | Z error | 
故 得 
H< > 2. P È, > TE 


... F(mig) i 有 (mk 1) ses F(ma,e) T 9 


此 处 的 T 是 在 第 二 段 中 所 诗 验 过 的 和 数 . 由 
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> F(m) <1; > 


和 数 H 的 袖 加 项 中 ,其 至 少 有 一 m. SUB M 者 ， 其 和 将 
< p Gq) — p A#k G qe ; 
而 和 数 H 中 留 来 的 各 项 之 和 亲 


pg(k+1) à MaD , 3pgk -4 idä 
KpGg 4 mT 4 + 4 pee A“ &«pGA* q pg (k+ | 4) i 


IRER 4 的 指数 将 


K AM”; > Fl(m) < 


I 
— ——— < gak) 
aM A“ M“ < q 


te” 


tinD( a- >) in(D]n D+D)+ Žv) 


À 
ü 4(ln D+1) In(D ln D+ D) 4 T AAGnDTI < 0 
因 之 ， 对 於 某 两 数 C1 办 E 
p > bo (f (yz, 2))| 
H < p Gc ft artq” rk, S H ht < pelk qoe” ek, 
y=1 1=1,: A G,., 
s=1,' 


kk 2 i —BÍË y, z s 存在 ,使 得 
(f (yz,,,) 
AG, 
我 个 可 将 数 co 取得 充分 大 ,使 此 不 等 式 之 右 冰 <1, 由 此 朗 可 推出 ,对 於 某 一 x 二 x 
o (f(yz)) < A; yx)) > 0， 
我 们 的 定理 由 是 郎 已 证 明 . 
例 ， 发 a ARK, 
f(x) =axs + x /2; n> 4; T 2 1. 
将 V2 EREDE, RRK RHID , F BF 4 与 4 满足 条件 gy z < 
<q 的 那 一 对 相 隘 的 渐 近 分 数 。 由 於 部 分 商 有 界 ，4 < 4， 故 由 定理 朗 可 断定 有 
整数 > 及 v 满足 不 等 式 租 
|f(z) —s — A| Sct; 0<=z<r, 


jn(2 +1) 
8n(In(n+1)+ l)In((n+1)ln(n+1)+zn+1) 


-c 


< cq 


Po 一 


外 泵 和 数 的 估 值 
在 本 章 襄 , 我 将 迷 用 我 的 方法 去 六 出 十 个 可 以 用 来 估计 形 如 


M+P— 


> ; e2"it (x) 


x=M 


的 和 数 的 普 逼 性 定理 , IB SB f(x) 可 以 是 w 十 1 次 整 多 项 式 (UiRyfb ia eje < 
LRR- RRELA), ARERR E A n 次 整 多 项 式 密切 


ER. 


BF ALKARRE n MER f(x) ZERERA 


情形 。 IB)JLESIOE UP B KO am. 


专用 记号 。 在 本 章 中 ,我 们 和 将 假定 n2 11, 用 字母 k 表示 一 个 大 於 n 然而 不 


大 於 某 一 常数 的 整数 ,又 设 


o = (1—vy)*; #= nxn-+2; 5 一 | 和 "+ 于 |. 


SE É n SSW. n> co 此 处 o BEARN: 


. P: = pi»)! ， 7: = [v In; p.] (z= 


anti ` 01 ARR, f(x) = asti °t 十 … + a, =; 


Pi 
Ti = > c2xif(z) 
r=1 
期 有 
lta) ?1 nk B 
T” RIA) Q< ` e > > K(s, sa), 

红 二 了 sk] =>2 

B = pa eA) (p, "°° p)? Pra 2(n-2A(b-n)) (ite tsk) ， 

; | (r 

K (si Itt’ Sp) = > Cri(XIT1+ + X11) ; X, =" f ) (Zo) 
. (r. Iata) r! 


此 不 的 xo 是 整数 ， 多 项 式 及 1 Xn+ı 的 Xo KREAN ds+15 ”01 有 关 . 


求 和 篇 园 傈 展 布 认 由 属於 形 如 


1 ,… ， k+1), 
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nti 


一 《如 < Xi < CPs’ 一 cb 1 < ntl < ch, 


vie 


的 区 间 中 之 整数 所 组 成 的 数组 (xn m S X ati) 而 无 论 任 何 整 数 Zis Us ns 数组 
(xis `. 5 Xnt1) 中 ,其 满足 人 条件 


者 ,篇 数 将 

Je n A 

ky; p = (pi ``" Pk) 2 Poal 2( 2 ) 1 k ; 

因而 

nini+1) _ ninl) 

BR —— + —— e 
2 2 —4 (s1: tsp) 
BJ < P, n k). 


证 ， 分 Ris = p: 2:59, 对 z 二 1 ，…， k +1, 我 们 用 记号 T, KiU A JÉ kn 
T, == > errit (7) 


LF RRN x 跑 过 数列 1,…, p 中 ,任何 < p, WARR. 任 取 数 列 1,7 
中 之 一 数 s, 我 们 将 和 数 T, 之 求 和 区 间 分 成 形 如 (o, 与 + 无 天) 


of + (g—1) Ris < x S< o, + (g—1) Res + Ri ,, (2) 
(g= 1, , g; g <2, R ,< Rs) 
之 区 间 . 由 是 Ts URD < 2° 个 积 Z, 之 和 
T 人 


EER, Zo 之 求 和 区 间 乃 是 (2) 中 之 一 区 间 ; 与 各 区 间 相 应 的 值 g EB Zi 之 
六 号 . 

车 在 所 有 Zi 的 类 号 中 ,有 着 ”个 过 样 的 粳 哟 ,其 中 任何 两 个 的 差 货 > 1 者 ， 
则 Zs RAUR, 不 然则 称 Z,, 得 不 规则 的 . 

B g1 篇 不 规则 的 Ze 之 诸 因 子 Zi 的 三 号 中 最 小 者 ; z 乱 此 种 精 号 中 超过 
gi 1 的 最 小 者 ; p BRB z + 1 之 粳 号 中 的 最 小 者 等 等 ; 最 后 , 设 z, BEB 
gaa Tl 之 类 号 中 的 最 小 者 ,而 超过 gantl ZERURA. 显而易见 ，mm < n 
(否则 Z,, 将 篇 规则 的 )。 合 gbo gi 互相 独立 的 跑 过 值 1,…, 2 我 们 即 得 
207D 个 数组 gheo g/_1; 於 其 中 找 出 包含 所 有 数目 goo ga 的 数组 ,而 由 和 后 者 
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的 构成 方法 , 郎 可 推 知 所 有 Z KARIE T H 
g1 8i Hls 83,8, 十 工 ，…， ET gı + 1 (3) 


中 找到 合 g1，…, g, 相互 独立 的 跑 过 数列 (3), RAE (a 一 2) 个 数组 
8 ge; PIEP HETES Z,, 之 诸 因 子 Z 的 罚 号 所 构成 的 数组 . 由 所 
玲 朗 可 推 知 ,不 规则 的 e 的 数目 B,, 满足 不 等 式 
B,, S 20D (21 一 2 人) ， 
HWER (2) 的 构成 方法 朗 可 推 知 ,党 :二 2, …，2 时 ,每 一 不 规则 的 Zrv-i A 
TRR < 2” 个 乘积 Z 之 和 . BRER 7 之 s, 我们 用 记号 Z 来 记 其 中 之 
规则 乘积 ; 而 当 += 时 ,其 所 有 之 乘积 此 以 Zi WL. 显而易见 ,乘积 Z;, 238 


数 | 
X Bua a i 


9¢ 2" 98 2" 2(k-84A+}) 
Ee .. (k— ) t 
2 5 T OS 2 
s= s=2 


"g 2” 
< > 25n (2(k-t+A+1)-1) >` |Z; |20-r2+1) < 


£=2 


<> E |z RIZ po», 


4=2 


26 (kiA) 


; Š è ; b 
b? |Z, ,| < (> | Zosi |) ; | Zas | < (> | Zes i ) ° 
j=} i=1 


但 每 一 Zisi SPF: 
Sp2 p. + 1 = p, 2 (1+2: p; ) < 2 p, 2“: 


个 和 数 Tae 因 之 


PY 2-! 
> | T+ | 8(k-r+0) < 


" Š 
2, | Zisi |767 < > (p, 277) Q (k-1+4)-1) 
j=1 


i=1 
(bY 2—r)26(k—r+A) 
<S ra a, 
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m Meis 
25 (k ++ , ' 
T; k=: 1) < `> > 区 |2 | Tais |2 (k th) 
r=2 
M, , = 27 (2-2n) (&—t+A) +2;n paris) l 


E EIAARK Sr 代 S3 王将 其 瘦 用 认 Ë = 1, tty K. 注意 


t+ hh; p = P. 


3 
Piti 


ktà-1 天 十 大 一 2 k+h-k z P 
(本 j (= 2) ~(2-) = P KUS29, z OE 


我 们 即 得 公式 〈1) ,其 中 之 B 有 如 定理 之 陈述 中 所 说 ,但 


, 
K(s ，… ， se) = |Z, |2…|Z 


kh . Tan 


我 们 现 来 研究 任意 一 个 固定 的 Kler ssr). 设 ef) 篇 和 数 Th+l 的 一 项 . 
乘积 Z,， 的 因子 Zera 可 以 表 成 形 如 
>e 
ZFR B 3 w 跑 过 数目 r— ro (x B Zi 之 求 和 区 间 内 的 整数 ) Xo 二 f(x0)， 
而 Xis A. 从 n+l 上 则 具有 引 理 的 陈述 中 所 说 的 值 , PX S; < Ves pEi 8 s En 是 Z”, 
的 因子 Zun PARR ERHRURRAOREN TAR, EARKI HE 
列 者 ， 我 们 分 别 用 NU MEPE ANTS ZRELE iç pq 3-8 38 39g8 ; IE] Fp , 对 asa L, nT 
n + 1， 我 个 分 


ri ( Xg tX v F TX (Pl) 


Visp = v 


则 Zil? 可 以 起 成 和 数 


ite + 9; 


f, fp Bsp ° 


(razen, Ve,sr,,n+1) 
a(k a(Pesp1 Wesa) + +X,+1( Ve, a+ 1t Went1) ) 
3 


(Werle Wispnt1) 


此 处 的 第 二 求 和 记号 与 第 一 个 无 天 , 它 展 布 於 KRET” 个 由 满足 条件 Wisr < p; 之 
整数 所 和 钥 成 的 数 租 (Wil … Wi aa) ZE. 数组 (V,.,i "5 V;a,n+1) 中 之 数 
满足 人 条件 Fr < p, 而 且 (第 一 章 引 理 16, E p = p, R= 二 Ris, H = 2) 无 论 对 
HEA 
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EE pe (4) 


之 区 间 , 数 组 (Vis, ls ° ° 5 V, nti) ri, 其 数 U, 1 "s Vn SAAR SRH, 
篇 数 将 


n(n—1) s 


š s—_1 
<2' 2 p>p2. 


£ 


分 Usser = Tv 十 W sser 则 我 们 朗 已 证 明 


| z' |2 = Pi Ca rt“ Antren) 


t,#, 5 


(Uisp Urspat1) 


BRRR IERE h EEF Uss, r < ps 之 整数 所 和 组成 的 数组 (Us, 15 ° 5 
U, ,,, s+1) <E; 而 且 5 Jan E fE Fc ZS (4) 之 区 半 5 过 种 数组 中 ° 其 数 U, ,,,15 ”3 Uisa 
分 别 落 人 所 说 之 区 间 者 ,篇 数 将 


ap- ?+1 -24 + +1) 2 
K Oras Orne = P. 2 >( 3) 


这 项 估 值 当 $, = 7, FFEIL, KHAAA S (U sns, 1x t3 Us,» s+1) 的 数目 将 


_n+1 *2+D, 
< p? 225, < p2 225; p, 22 2 ‘=,. 


¿E |T I Ü Ü 01232 TUER < pi 项 形 如 


| / , 
2zi( X ttnt) 
e 


HAZA, BERI x1,…, rari 是 满足 人 条件 x; < pr 的 整数 , 剧 我 们 郎 已 证 朋 K (si, 
… s) 凌 正 可 以 震 成 如 在 引 理 的 陈述 中 所 询 形状 的 和 数 , 其 中 

x, =U, +x; U,= Uer H + Upspr; 
而 且 , SRA — c， 在 下 理 中 所 说 的 天 於 x1,…, ta 之 不 等 式 也 成 立 。 MEAE 
一 章 引 理 15 (假定 %,…, 1 就 是 全部 的 数目 1,2,…, n— 1), HEEREN S 
(z), ers Kat1) r, JE JE EE xi = ZI, Yof+l 一 Zn+1 者 ,篇 数 将 


< $1 “m. Drs H < J a 


”在 引 理 中 所 说 的 关於 By 之 不 等 式 易 於 得 出 . 
EEL RnR PRENN 


P 
je b an ee a 


x=1 
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ân+1s °" 5 G1 篇 实数 ; r 篇 aa 中 之 一 ; 


a 0 
a= — +—-; Ga,q) = l; > Ü. 
r: (a, q) q 
则 有 
S KPU mT, p= — r; lE, 
3n2]n 12 "(tb 30 


1l. q = c, Pr N = 1< 了 和 cl 了 ， 
2. rT =1 5 == cP gc P, 


3. q= c=, Pr” , 若 ¿2 Pr-1 <ç q < c, Pr , 


有 服从 条件 * > r, Biji to BERR UER. 


m. 
m eT 
则 易 得 出 
(1—1) n ZED < g< (一 二) In 3 人 十 蕊 二 


T 
a 3n(n +1)’ 


P 
T = ` e2ni (mF (y+x) -mF (y)) ; 


xz=1 


则 有 


Y-i 
|S|=|T,|+20y; |S] =Y- S |To| +0Y. 
y=0 


由 是 郎 得 〈 第 一 章 引 理 1, b) 


Y-1 2b(k+/ 
|S|2G@+2) < ~ 2, (Tal) ) 4 yaar) < 
y=0 


Y—1 
< y-1 2 | To] 2 (4+4) 十 Y256(k+0) 。 


y=0 


ERFAR, 


1, 
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mF(y+x) 一 mF(y) = Yi x 十 … + Y,+ "tt, 
(ñ) ; ' 
Y; = Y;(y) = 2 (T) mast1 y*tl-i e + (s!) maj+ı y T ma;. 
再 合 
2xi( alz 十 … 十 ansz 二 man 二 x+l) 


P 
T= > e 


x=1 


E (ai, a,) 属於 n 次 元 空间 中 由 不 等 式 
Y, — 1 Pl- < a < Y, + 1 P-1-et ... 
1 2 s “J 1 2 5 5 


Y,— Pe <a, < Y, + J paret 
所 定 闵 之 域 (Q,), A 
T,= Ti + O(Y); [T,|2@+5 & |T,|2@+0 + yöt), 


将 上 之 不 等 式 雨中 乘 以 


n(n+1) Ean 


p °? da, -… da, 
WER (Q,) 上 求 积分 , 序 得 


niat I) 
— np 
|T a |2G+4) < P 2 P fef [T | #8+ Ce da, + Y26040. 
(2y) 


sUTD (stl)p “Gas 
SARH) < P 2 > fef [T,|20@+0 da,- da, + Y+, (5) 


一 点 ,其 位 标 与 (aí, …, on) 之 位 标 仅 在 整数 部 分 不 同 者 。 设 (Q,) R (9,) A 
ERR. EA C1, C;,… 来 记 某 些 整 数 , 则 有 
Y,-1(y) Y,-1(y0) = Ç,-1 + DCP rt) x `° 5 
| Y,(y) — Ys(y0) = C, + O (P-”-e) . 
对 可 依 相 反 的 次 序 写成 : 
Ca + O(P™"-?) = (3 mant1 (Y— Y0) ， 


7 十 1 


Ca-1 + O(P-*+1-er) = a mant1 (y2—y0) + (a) mas (y— yo) > 


wo r e a? 


rya 
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人 (° u mant1 (92277 — yg T) ++ (2) ma, (y—yo) . 


IEE RAEHAN 
Da = 1l; Daa = 12;.…; D,- = 1121: (n+2—r)!, 
我 们 部 得 下 之 等 式 : 


c + O(P-*-r) = D, (t) mant1 (Y}— Yo) > 


C + O(P-"+-e) = D,_, a. ma,+i (y2—y0) + D,-, 1) ma, (y— yo) 


mant1 (nt2 7 一 0 Het 


<: POP Yet et ys D... a 


+ Drai (24 ) mar yy) . 


AERAR ARRA HRR EAA — H, BRRR 
KP, , < ps+1-r, 


用 第 一 等 式 的 左 远 乘 过 些 商 数 所 得 的 积 各 奥 某 一 整数 之 差分 别 篇 
< p-”r+l-pt e, < p-rtl-pt 1 


ARA ERT DUER 


c” + O(P -"+1-et) = Dpi a ma, (y-—yo) ， 


Ci + O(P r+1-e) = D,- en Man 《72t+tIL-7 一 7 下 
+ Di r? Gy (y— yo) . 
运用 熏 上 述 相 类 似 的 讨论 於 天 些 等 式 , 我 们 即 得 新 等 式 


Per n—i 
C,_ EJ OCR g p... (°) mds_1 (y—y0) 5 


nn 一 二 EIS r 
€ EO (Pot Dan E MAn— 1 (y”*-"—y0 Dn Sp, ha ma, (y— yo) 


等 等 。 最 后 ,我 们 得 到 一 个 形 如 
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C 十 O(P -r+1-etr) = D,-1 EN ma, (y— yo) 


的 等 式 , 由 是 ,对 於 某 一 c。， 郎 得 


C0 


故 得 《第 一 章 引 理 8, c) G < Go, 於 此 ,对 应 於 定理 中 第 1, 2 及 3 三 种 情形 , 分 别 有 


1) Go = m; 2) G = m; 3) Go = mB 


HEE G < mP. 
PRIE, (5) 部 可 得 出 


n(n+1) _ 1 1 
| S |2 (4+4) < P 3 r+(n+1)ez m| -f | T |7 (+4) da; … da, + V25(k+A) 
0 0 


£ p= P, 我 们 现 利 用 引 理 来 估计 IT,|20+0, 我 们 有 


91 k B 
IT |200 < So 2. K (s, t); 


$1=1 Sk=1 


22i ( X z, + 
K(a,' s) = 之 gan n) 


| (rz 
Š +1 " 
X, = a, + (I) Por (1)= Xo '+(' 1 ) mas: X0， 
X, 一 c 十- -+C r)a, + H) mansa p a 
X, = Ga +35 madnt1 XQ > 
Xati 一 mas+1 + 


因 之 ， Xi *; 十 … + X,+1 fanti 一 A, a, 十 … + A, An + A,+í ma,+1 
J: 11 


1 期 第 六 章 SL BG ú Mk ÉS 48 (W 63 


A,+1 = ( £, 十 x 十 …' + GDE x, 十 Xanti- 


再 ,我 们 有 


1 1 
| ... k“ K (si ， $k) da, ... da, = 
0 0 
> 上 | | 2xi( Aya) +- “FAnant Ani1mantl ) da; no ja: | 
ü È ， 
而 此 《第 一 章 引 理 4) 在 数值 上 不 大 於 数组 (x1…, rar) 中 ,其 满足 条件 41==…= 
= Á,= 0 者 的 组 数 ， A 328 HI ,此 种 数组 的 数目 即 等 讼 数组 (xis t.3 Xnt1) 中 ,其 满足 


条件 xz, = … = x, = 0 者 的 组 数 ;而 后 面 一 数 K g, NA, 
n(nt1) 9 
— -r+(n+1) k 

|S |24) < P 2 i i ” >. TTA >` By + YRtA) < 


$1=1 Sk=1 


n(n+1) ee 25(k+})- zin "nt+1) 


«Pp’ mp 2 L Y24440) & 


5 v 
ap br r 55) era 


定理 的 正确 性 现 可 由 下 之 不 等 式 得 出 : 


aG. Z1- z) | 
. z 3 (n +)(G— 3)n C Dia 3) 
(1+2 


3n? (1n 3n(n +1) P (n+3) 
T n—0.5 


> pt, 


> 


1 
OR TY CEE 1 
m. 设 多 项 式 
F(x) = An+1 x"+l 十 …: 十 d> x? + a, x 
之 傈 数 ntis ' ` 5 42 中 有 一 等 於 V2, 而 此 多 项 式 其 余 各 傈 数 短 任意 实数 ， 
将 V2 展 成 连 分 数 , 我们 现 来 讨论 写 的 相 隘 族 渐 近 分 数 中 ,其 分 母 4 与 4” 靖 
足 人 条 件 4 < P < aq” 者 的 一 对 . 由 於 部 分 商 篇 有 界 , 故 有 4 < 4. 因 之 ,所 论 的 傈 
数 可 以 表 成 
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0 
aa 


A |° 


的 形式 , 於 此 (a, 4) = 1, B3F3E— c < 1, 


aP < q <P. 
i BE, BD 4k 
< 1 v 
> < P mP. P= yI 2na LD z = 1 + 30 ° 


定理 a R ?与 N 篇 整数， P > 0, 又 设 在 区 间 N<x<N+P H, K 
负数 f(x) REER OD), WERA 


了 | 了 ng | < 
Ao (a+1)! Ao ` 
HE, P < Ao Phr, BR 
N+P 
* S = > ermi) 
x=N+1 
T 
1 
teu = == k. 
0 0 
a 1 ' yw (1-p)Y] ' Ë (6n+6) ] 
v = a+? pı = [l A, ] ; 一 (I p) rs: . 
则 易 得 


1 1 
k <(»— ln (bo 十 6) +1; g < ntg" 


对 y = N,….， N + P —p, a 


如 
Tu == >` eril +r) 10) ， 


r=1 


上 则 得 (参看 定理 1 MARA) 


N+P-p 


IS| =p} 2 To Opi; 
y= N 


N+P-p; 


[S |#%@&+4) E twe p2 (k+4)-1 > [To] 26+ + paea) i 


KARSA, ii | 
yta) — J(y) = Yi z te + Y, z" + ss 


~ A C= TOARN AE RE i 人 q ha asta á... kulia Ta Pipa pe Ó 
`, ` = - "i ' 


) 
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FOO), d n s" 

Y; = Y,(y) = — aa «P-e, 
28 
s: 2xi( a x+ ja zn) 
P = 5 : 1 n . 
x=1 


者 点 (cl an) BH n 次 元 空间 中 由 不 等 式 


J z 
Yi— y PU P <S ai<Yi + Spp p-e 


> 


-” p- 1 -n p- 
Y,— Pi P P <Sa,<Y,+- P. P çP 
所 定义 的 域 (Q,), 则 有 
To = T, + O(p i P-°); |T |?@+ñ < |T,|#0+4) + (p, P7P)#RtA , 


将 上 之 不 等 式 雨 稳 乘 以 


n(n+1) 


P, z, i da, ~ da, , 


小 就 域 (8,) 积分 , 划 香 


n(n+1) 


|T | Rt) < P 2 p» Í >J T| 24+ da; --- da, + (pi P7) ts) 。 
我 们 现 来 估计 那 种 域 (Q,) 的 数目 G, 它 包 含有 一 点 , HARRER (a1,…,an) 
之 位 标 仅 在 整数 部 份 不 同 者 。 设 (Q,) W (Q,) REPERES ; H 


(Ya(y)—Ya(y0)) < pi P-e < Pote Ag’. 


因 之 (w — SE D| 88 9, B, T. (y) = Y,(y) — Yr(y0), A = Ao (n T DEn; 
G&P”, 由 是 我 们 有 


n(n+1) 


~26(K+h)+ — D26(k+5) - 1+2v+(a+1)o x 


S20 RHA) < P, 


1 1 
x | -f | T |24) da; da, + F, 
0 0 
Te p 4 ii p(k +4) (p, P-P) 2k+4) ¿< (P!P jekta, 


RARAHI KAR [T P40, 如 是 即 得 


人 SSS kuis au SSES a B sa L SSS C A E SGS 
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i 


31 7k B 
Tirta < DD 2. K otos), 


$1=1 Se=1 
2xi( X xs tt Xn 
K (s, "t > Sk) = > ° Oas a2 
C, 
2 n -1 
Xı =a; + (i)er J (i)a 5 
n n— 2 
X, = An 


Xızı + Ers + X x, = A, a, + … + An an, 


A, = xi; 


A, = OLE + Xx; , 


依据 第 一 章 引 理 4, 积分 
1 1 1 l 2ai( Ajaj tAn 
人 dai*… dax = 2. | -f e (aa a 


(x1… eE D) 0 0 


pB (A, Aa) 中 其 满足 条 件 41 = … = A= 0 者 的 组 数 。 BB SX E 88 
然 等 於 数 租 (x1, e'a Xati) 中 其 满足 条件 xí NO 0 考 的 组 数 ; 即 < pe 
因 之 


I 1 
| -| | 了 | 4+» da, ... da, < 
0 0 


IDRA) _n(n+1) (tD. 


?1 1k 
< 2 人 BY < p, ` i ; 


n(n+D) ， 
S25(k+0) << Pikta) -1+2v+(n+1)e p. 2 p Pp (1-0)2b(k+4) << 


25(k+ À) -这 +2 v 
p + Pl(l-p)25(k+A) . 


定理 之 正确 性 现 由 下 之 不 等 式 即 可 推出 
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ss 9 r 2.5v) 
50 人 TEN peas, 


> 3n? (1 + 3. ú (In n+3. > 


定理 2, b. W N 与 了 253839, P > 0; 在 区 间 N < x < N + P h, RAR 
KO RERE (a), 满足 条件 


Tog | {O+ (x) 


A ` (n+1)! < 元， 
ASIE, P < A < PH, Li 叉 设 在 同一 区 间 中 ， D(x) 篇 单调 , 且 max|@(x)| < Øo. 
EMPH P, BL Be |) 1 < P, < P 放任 全 HR, 3EF47 
N+P} 
SCPD = E oe) ao, 
x=N+1 


y 
1 


l-p. 一 
S (P1) <@ Pe; p 3n2]n 125 n ° 


证 . 对 於 属於 区 间 1 < Po < P 中 之 整数 Po RISIA RIE 
Ç (Po) = s e2=il (z) , 


x=N+1 


党 At)! < P, < P, 依据 定理 A a， 我 们 有 
a (Po) < Pi ° < P'e. o 


当 1 < P SA, REA (6) 可 由 
a (Pa) < P, < PCH) (2+2)! < pl-e 
得 出 。 因 之 ,不 等 式 (6) 对 T< p, < P ER. WAHA (Abel) 变换 於 和 
数 5S(P1), 我 们 即 已 说 明定 理 ， 
g. SZ s= c +i c> 0, :> 1, 了 及 P, 篇 整数 ， 


1 2 
[LPL LP <P. 


我 们 现 运 用 定理 2, b 来 估计 和 数 


` 2 s T TRARAL a T 
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ERTE a a a a a a 
P+P; 
ss S ea 
yxy=P+1 x“ 
HE, RAA 
P+P,; 1 z] x 
2S 2=:f(z) . 一 . = Zus 
S > (x) ë ; Dr) x° 3 f(x) In 5 
+D) (x) ú a 
(n+1)! 2r (2 十 1) xz?+1 ° 
n+l pn+1 
paet r i c" 27+! ; 
则 有 . 
| 1 fal) (x) c 1 1 
di =S Ea = 
P < Ao & P M Ao < (n+ 1)! < Aa , max pe p° 
因 之 ， 
s -L pl-e = pl-o-e; EE EE 
p° i 3n? jn 125 n ` 
第 七 Ẹ 
殖 林 问题 中 的 渐 近 公式 


在 本 章 自 ,我 要 来 给 明 , 对 从 将 正 整 数 N RE 


N =x + +a x1>0,.,x>0 


HRA, ERREARI t KEY 
r> [10 n?2In n] 


REPARE. 
& Ts ba, RAKAA — IB 82, EEEE HEM EE R Ek E REA 


使 用 的 积分 相似 ， 但 我 现在 用 以 我 自己 的 方法 所 得 到 的 估 值 去 代替 以 外 尔 氏 方法 所 


得 到 的 估 值 ， 
SARR. 在 本 意 中 , 我 们 将 假定 n> 12, ERMA TARLI: 


_ [5 NI Pl E ER ln (0.6 n2 In12 n2) |: B T SSS 
v= [a+]; = +1|; a= (1—v)*. 
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5| E, ik P1 篇 整数 ， bp: > 1: das `` 5 d1 篇 固定 整数 ; 


f(x) = anx” + +H ax, a, > O; 


P: 


Ti = ` C2xraf (z) . 


则 有 


1 | M +s 25, 
| |T [24+ da & pt -nt N 


证 . HARRELL, RHA 


an < z 5 s 天 (91 ， neaj $k) 5 


s72 
[ep] [ep7] 
KG cmos) = 2 oo 2 Papaa) riata) , 
x 一 j [cp] %, [cpr] 
(?) 
X; = SA ; X, = as, 
1 
此 不 的 xo 是 整数 ; 
n(n+1) 040D, 
(z, , £n) < 4; B < S SS — 9 2-4(n+- +: 


但 积分 
| Ce2xia (XIL21 士 … 十 Xpnxzn) da 
0 
党 
Xixi 十 … 十 X,xs 二 0 (1) 
时 篇 1. 在 另外 的 情形 篇 0. LAAR EEE Fis `` x Xr—15 最 多 只 有 一 
个 值 x, 满足 不 定 方程 (1)， 因 而 满足 此 不 定 方程 之 数组 (x1,…, tn), MBK 


n(n—1) 


改 得 
1 n(n—1) 
| K(sis =, s) da < pr 2 yy; 


2b(k +A) Du 2 一世 
da < Š; > p z ` Bj < 


sa =1 se=1 
25 (k+ A) -n+° miD, =4 (rit ts) 
< s: > p: ° gotlar ts) < 
4 =1 £. = 
k 


D, 
< p” (kt A) -n t = 
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N = x) tetr 


的 表 法 的 种 数 , IAS SZ ENFRIA 


1(N) = (LD) wwe + oqe); 6 = È 4(2 


MR- ELM) E 
r> [107?lnz] 
war. 
H. 分 
Pi 一 [N"], T = 2n Pi 1, ; Tí = > C2riar™ f 


则 得 
I(N) = | T T; e77 da. 


我 们 将 积分 区 间 分 成 基本 区 间 , 即 包含 所 有 满足 条件 
a= +z; (9g) 一 1 = << 0 <4< p 
之 a HER MRE BDE RE TKH a 的 区 间 . SHEEN, REH 


1 -v 
a= +z, (a,4)=1; |a| <77> P <4 ST. 


=: 
q 
设 To(N) 篇 积分 IN) 对 应 於 基本 区 问 之 部 分 ，I1CN) BERERE m H e 
分 。 则 
I(N) = L (N) + L (N). 
Hy [107 lnn] > 22 + 1， 故 对 ON) 可 以 过 用 第 三 章 中 最 后 的 公式 ;我 们 即 得 


0<ggpi™™ 


I (N) — 
由 第 二 章 引 理 6， 我 们 有 


E ANK E ge p? «N, 


因 之 ， 
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nN) = EGEY yei + oque), 


我 们 现 来 估计 DON). 由 引 理 , 我 们 有 


下 (下 十 1 
a 
2 


1 
| IT |2G+2) da < Usa ar 


再 ,由 第 六 章 定 理 1, 我 们 有 


Ti < Pi A1 
1—v = 1 
= — L E — >. 
3(2 一 1)2 ln 12n(n 1) 3n(n 1) ln 127 
故 得 
I (N) < PF72030) (1 = aonn) tt nt < 
r-n t)  _ ZBER) sena 
< Pi 2 3n(n- 1)? 一 P: ; 
於 此 ,我 们 有 
PET n(n + 1) + 


1.27? lIn 127? 


ii 10n? ln n — 1 — (25n + 1)((zn — 0.5) In (0.6n2 In 127?) + n + 3) 、 
3n(n — 1) In 12n? 


s — 5n(n — v) + 20m lnn — 2 — (5n + 2)((n — 0.5) 2.8]n s + n + 3) — 
6n(n — 1) In 12n2 


由 是 即 得 我 们 的 和 定理. 


第 A Ẹ 
整 多 项 式 值 的 分 数 部 份 的 分 信 
在 本 章 襄 ,我 们 要 运用 普 逼 方法 来 潮 出 一 个 渐 近 公式 ,过 公式 是 表 出 数列 
(F(z)); z =1,.…,P 


中 ,其 小 太一 弃 定 美 分 数 之 分 数 的 个 数 者 ， 
TER, RARR iE F(x) 篇 一 实 傈 数 整 多 项 式 的 情形 。 多 项 式 的 次 数 ， 
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o ANR REEE; ABAE 2245 B A R R FC 01836 AER 
z F(x) 的 形状 及 区 间 长 P KETAS). 
EE. 发 P A—-ERE, n>1l; Fle) 一 a" H+ at; ass o Q 
TOO BRR 般 +1,…,2 pys 
i 0 
a pa Ee (a,4)=1,4>0. 
EO MAERRERE 0<Y < 1 之 y, WA 
3 : | ( F(z)); wi == T sss 
I oR AEBE 0 < (F(x)) < v ZARIE T TARRA 
这 == =p. = T = = = 
有 s C aa (n li) 
š j 
OO DRN r 由 下 之 等 式 所 定 六 
j q= P, #1<q4<&4P; 
=1, # ¿P <4q<c,P'"1; 
d 4 一 cp 着 cp 和 dy<csP， 
CO BIERE 了 > re, ME ro 篇 一 正常 数 (任意 小 ). 
: w. R 
_ Ao = P-%; A = P-e; ; = 1 + r S, = X erimr ly) 
四 则 由 第 大 章 定理 1， 有 
S, < MmT PA. 
š 车 A > 0.25， 则 定理 显然 成 立 ; 故我 们 只 讨论 A < 0.25 ZE. 任 取 满足 
+. WF 0<8 一 4<1 一 2 人 之 实数 4 及 8， 我们 现 水 讨论 第 一 章 引 理 12 中 所 
ü 述 的 以 1 RARER y(z)， 但 此 时 假定 
r=1, a+ A= 4, B-A =B. 
由 是 郎 有 


wv(F(x)) = 1, # A=<F(z) < B (mod 1); 
0<uJg(F(zÉ)) <1, # A— A < F(z) <A (mod 1), 
w B< F(z) < B + A (mod 1); 


oi 


=i 
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® (F(x)) = 0, # B+ A< F(z) S<SA— A + 1 (mod 1); 


O(F(z2))=(B—A+ A) + > 人 (1) 
H, 
am < —, <, * m <; 
am < — 7, ba K -二 £ m >. 
H (1) BH 


XG) = PB-A + A) + E Can Sh + bn SU), 


DERRI Sm 及 S; 傈 由 等 式 S, = Sm + iS; 所 定义 因 之 


` 201 PA, + m 271 P Ao 


Am? T 


m 


> (am Sh + b,, SZ) < 
ms =1 


<m <a 1 Alas <a 3 


p _ ' 
+ E 2; < A PAQ + PA KPA Aa+PA CPA, 


m > A 
> pF(x)) = P(B—A) + O(PA). (2) 
s=] 


Hits T(4; B) 记 F(x) 的 庄 值 中 ,其 满足 条件 A< F) < B (mod 1) 者 

的 个 数 。 则 等 式 (2) 可 以 化 成 | 
0, T(A— A; A) + T(4; B) + 0, T(B;B + A) = P(B—A) + O(PA), 
| 0,20; 0,20; 
因 之 , 由 显然 的 不 等 式 T(4 一 A; A) < PA, T(B;B + A) < PA, WIA (2) 
先 以 4 一 人 及 4 代 4 及 B, 再 以 了 及 B+ 人 R Á R B ERRADA 
T(4; B) = P(B — A) + O(P A). x 

WEBI 


T = r(o;47) F r(+y: r)= p(+y-0) T p(y == >Y F 
+ O(PA) = Py + O(PA), 
SCERRI EH. 
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D 3 8k PS >K A 88 h Ag pc BN së. — 8 #ll e BJ I Të 
在 本 章 吉 ,我 将 运用 我 的 方法 来 推出 形 如 
>` Clriap 


的 和 数 的 们 值 , 适 囊 的 a 是 实数 ，p 跑 过 素数 . 过 项 估 值 是 取 决 评 数 a 的 有 理 近 
38. 
EBR, 我 不 作 更 一 般 形式 的 和 数 的 估 值 。 然而 必须 注意 , 同样 的 方法 也 有 可 
能 用 来 估计 形 如 
` e?rit (p) 


PEN 
FIR B 86 0) 可 以 是 高 於 一 次 的 整 多 项 式 《此 时 所 得 的 估 值 是 决定 於 p 的 
高 藤 一 实 方 的 傈 数 的 有 理 近 蜗 ), 也 可 以 是 依 某 种 意义 而 慎 可 以 用 束 多 项 式 去 密切 通 
HAR. 
MIRRA eA FJ EMRK RARA RR. 例如 形 如 


© x(p +k) 
PAN 


的 和 数 很 简单 的 就 可 估计 出 来 ,到 圳 的 X(e) 是 一 关於 模 q ER, (k.,4)=1. 
而 在 一 般 的 情形 ,将 我 的 方法 与 英国 数学 家 的 方法 结合 起 来 ,上 则 可 以 合计 形 如 


> x(f(p)) 
PSN 


ATR BERA p) 是 一 整 值 整 多 项 式 . 

最 合 , 必 须要 指出 ,在 所 有 列举 的 问题 中 ,其 跑 过 素数 的 儿 数 RARE AB 
数列 的 杰 数 ,如 属 从 一 算 入 级 数 中 的 来 数 所 成 之 数列 ,使 jp(a)x(a) 具有 弃 定 数值 的 
整数 a 所 成 之 数列 ,由 非常 一 般 形状 的 乘积 所 组 成 的 数列 等 等 . 

专用 记号 . EFEK, p 常 表示 素数 ，N 篇 之 Co 的 整数 ,Co 是 一 充分 大 的 
数 ; Ith, RERE r=ln N 

引 理 1， 发 < BARAAT PHARTI A 


U <U <U; 
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a (a, 9) = 1; 1 <q<N, 
emia 


U<u<U’ vNu- 
则 有 


1 g 1 U 
Be 3 
sen l +f rl + 


证 。 当 < 跑 过 上 述 数 值 时 ,不 定 方程 式 ú = 的 解数 委 rz), 而 《第 一 章 引 
理 17, b) 
> (r,(z))2 < Urn. 


z<U? 
HZ o z mi U < z < U' 内 之 所 有 整数 一 起 跑 过 ,上 则 有 
S2 < Ur’ > Oiage 1 2 == 
U<z <U’ | e<Nz—1 


= Ur > ` >` e2mias (ef —v) . 


U<z<Uf viISNsl vgNg! 


313848 R acka SB KF. MMAR, o Ro REBEKI NU 的 那 种 数 
值 ; 而 当 vw 与 ç AER, z 旧 跑 过 区 间 


U << min (V, 5, F), 


中 的 整数 . kir (BHH 6), 


veNU™ veENUT! 


由 是 ,车 注意 长 篇 < NU-1 之 区 间 可 以 分 成 《NU 4” + 1 个 其 长 <&4g 之 区 间 , 旧 
我 们 即 得 《第 一 章 引 理 8, a) 


N (N saa s 
seue ICE IST DELS (tity . 
引 理 2， 设 P 篇 正 整数 ; z BRR oog S RE z WARP ERZ 


a) S = >, u (d) Sa. 


d/P 


b) 车 对 所 说 的 z 值 有 f(z) 之 0, B. m 篇 一 偶 正 整数 , 则 
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SLE n(da)s,. 


d/ 
Q(d)<m 


; (a,q) = 1; 1 <4 < N; S = ' ee, 


p <N 
ji q E) 
4,5 一 十 一 十 一 


s W. BAREA VN 的 所 有 来 数 的 乘积 ， 分 = WBEM 0 <: < N 中 
C mM. EB 
9 


+ 
Slo 


` Bp 


! f(z) = C2riay ， 


EMIA 2, a。 RAME 


s’ = >: n (d) S¿ S$! = C2xia 十 > eiap 
d/P VN<PEN 


=$+O(VNy S= X aa, 


0<=<N4—1 


由 是 郎 得 
S = So — Si + O(V N); So = 2 D eiam; S= S D eiar, 


dam <N dmN 
HUE, do 跑 过 P 的 因子 中 满足 条件 A(d) = 1 者 ; d, WB P 的 因子 中 满足 条 件 
e(d) = 一 1 者 ; Rik, m 则 跑 肖 正 整数 ， 
Ti, 我 们 只 限 於 估计 和 数 56。， 因 篇 和 数 S, 可 以 同 法 估计 .我 们 将 区 间 
0 < m < N 分 成 < r 个 形 如 
| M < m < M'; M < M' < 2M (1) 
ZA. 和 数 S, 中 对 应 於 区 间 (1) 之 部 分 ,我 们 以 S(M) iz. 
我 们 先 来 研究 M 之 H 之 情形 ; 此 时 ,车 假定 M(do) = min (M', Ndg’), BA 
N 1 
S M = Zziad™ mi 一 一 ，- 一 一 -一 |] ， 
t 2. >N I ij 2. ji ( do TT) 


N N i g 2) 
say <(t+4+X)e <N (y+ £ + : 
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现在 剩 下 来 的 只 是 去 研究 M < H 的 情形 。 将 和 数 S(M) RR 


S ( M) z S ` eZ"iadom 


M<m<M’ d <Nm-1 
的 形式 . 我 们 用 记号 ó, 来 记 每 一 个 恰好 具有 k BKH H? 的 素 因 子 的 do R 
ko 篇 当 do < N Ri k 值 中 最 大 的 一 个 ; 由 2% < N, Mfr Ro < r. 我 们 有 


S(M)= 2, SM); SO(M)= È 2 a 


0<Ak<ko M<m<M’ ShENm-l 
我 们 先 来 讨论 SoM). HP do > NM 1 H, & 8(60) = x, BHS 
H> > NH7} (2k +2)0.5V r >r; K> r —1; TC) > 2vr-1, 
利用 和 后 一 不 等 式 及 第 一 章 引 理 17,c， 我 们 即 得 


s™)« > ( 1+ y k 
M<m<M' Ng <NM IH l NMH <a <Nm”1 
N Nr N 
«M(Hir + 397) < H: 


我 们 再 来 讨论 当 k> 0 时 之 SM). 我 们 将 和 数 SM) 与 和 数 


T, = > e?riaptm 
M<mEM? pr <Nm—1 


比较 , 於 此 ，p 跑 过 区 间 H2 < p< V N 中 之 素数 ,而 上 则 跑 过 恰好 具有 k-— 1 BB 
KH H? 的 素 因 子 的 dio | 
m k > 1. SRI T, 中 ,其 (p) =p <A, MRA 
NM-! NMI N 


< < M 
M<m<M’ my p. H° H 


和 数 T, 中 留 下 来 的 那些 项 也 就 是 和 数 SCM) 中 的 那些 项 ,但 和 数 SM) 中 的 每 
一 项 在 和 数 T, 中 恰好 出 现 k X. HZ, 
s,(M) = FT: +0 (a): 
上 之 不 等 式 当 有 三 工时 题 然 也 成 立 , 但 此 时 余下 的 项 则 等 基 0. 
我 们 来 估计 T 分 mp =u, 我 们 将 区 间 
MH? <u LKM' YN 


H <r 个 形 如 
OO<xzs03 0 <0 和 20 (2) 
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之 区 间 。 全 T0) 篇 和 数 T, 中 对 应 於 区 间 (2) 之 部 分 ; 我 们 有 
T,( 0) ae > > g?riant , 
O <UL’ weN 
由 是 ,运用 引 理 1， 我 们 即 香 


l 4,1 MVN (y+ 4 7) 
tw ti N «MN Pa Tar 


Si(M) <N (jl + £ a +F) S(M) < wos(V 工 + 号 +Ñ + a) 


1 qg 
4.5 + 4 -i 


引 理 3. 设 x> 2. 则 


ZL = +z + O( E); | II 1 )- + O[ ama): 


引 理 4. m 


T,(Q) < Nr? 


b=e ,b=e 0 < q < b; 0 < q (q) = l; U20; W 2 5. 
NHE qz + 1 BEE < b, 的 素数 所 除 邦 而 又 满足 条 件 


U < qx + 1<< U + W (3) 
的 数 的 个 数 T， 有 不 等 式 


W (rq)” 
rq ` 


T < 


w. 设 Pis `` 5 Po Ta Py 3 EX, A RE 3Ë5 bis HETE q; Lir P w EKTA, N 
而 Q(P)=0. Ë m=2 [2linr +1]. Z z 跑 过 所 有 满足 条件 (3) 的 整数 
qx +l, y f(e)=1, 运用 引 理 2, b, RAEN 
T< Š pd) Sa, 
O <m 


HIE, S, 篇 所 有 满足 条件 (3) 且 篇 d 之 倍数 的 qx + I 的 个 数 . 但 


— 


W 
因 之 ， 
r<) S: pW) |+ > J 
d/P qd s=0 AS 
! (d) Sm 
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再 ,我 们 有 (GW 3 及 第 一 章 引 理 17, a) 


> De wont 


M (1 一 5) gys ss rq 
p/a 
2 a t, s.. + 1y 
之 na |< > > 人 CE _ Ps / < 
mcd <o T ,=m+l Sa; d 4 s =m+l s! 


Š Z $ (dated «X z G ja 


= W ar W 
3 )<> eo < «一 . 
s=0 s=0 nq 


由 是 ,我 们 的 引 理 即 已 广 朋 ， 
定理 2a. S b= Z Nb-i<A<N, 


Jai S: 
(a, 4) = 1, 0 < q < e”, Š$ = é a”, 
N—-A<p<N 


则 有 
A(rg)s 
ry q `° 
A, Sy b= b= P RERED b ERRE g 之 素数 之 积 ， 
A z 跑 过 区 间 N — 4 < z < N 中 与 q EROR, ER 


S < 


Kz) = aig" ! 
运用 引 理 2, a， 我 们 即 得 
2 n 
= 之 pld) Sa, (4) 
yen 
z, P)=1 
(g,q)=1 
HES 
mit 
S, = xi F m 
(m, 9)=1 


在 讨论 Sa 的 同时 ,我 们 现 跟 着 来 讨论 Zo BRN Zs 是 表示 形 如 qx + 1 的 
整数 中 ,其 入 d 之 倍数 旦 属於 区 间 N 一 4 < gq x + 1 N 者 的 个 数 。 若 2<N0a， 
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WER 5。 中 出 现 之 每 一 m 用 其 关於 模 q ZW F3ER RUSR24C R, RE 


A qa-—l a 18 4 
S = S e “< 十 0(9)= — (a) + O(4) = p(q) Za + 0(9). 
q w = 0 q 
(m, 9=1) 


车 N° < ds 和 N， 则 直接 就 得 


二 2 
T(d) = 22 (8) 一 peor jn < > dr lin2 > c0.55” , 1 < T(d) 


Ss E LAS TT Lu- 3 1. 


— <, < <, < — < 


因 之 ,等 式 〈4) 之 右 罗 可 以 化 成 


plg) R + O(N°8 4 + B) R= 2, KH(d)Z,B= 之 2 paca : 

a/P N9.8224N N= 4 <, < 

Ay z WBE N 一 4 < z < N 中 形 如 qx + 1 ZER ER f(z) = 1, A5 
理 ,2, a， 则 我 们 郎 已 苯 明 R 恰好 等 於 和 与 P 互 素 的 z 的 个 数 , 因而 R 不 大 认 那 种 
z P ERER, 过 种 = 值 是 和 不 超过 b, BEFE q 的 素数 所 成 之 积 互 素 者 . 故 得 


(51% 4) 
A(rq)% 
rq ° 


k < 


再 ,车 合 N. = max (S=, No ) ,有 则 我 们 部 得 (第 一 章 引 理 17,e) 


B= S 5 ke yx Lesig 


e9.55rš sP. m 
0.2 N N 
0<m<N N, ,<a<— 0<m< 


A 
r q` 


因而 等 式 (4) LARN 


A(rq)” 
< —, 
rq 


cua Fi): El P Cat op iu a 对 於 它 的 那 种 项 它 所 对 应 的 z 值 满足 人 条件 
p(z) = 0 者 ,其 项 的 数目 D 将 
A A = A 
p< > (Š + 1)< £ + (N < — 
EAEE ko 来 记 8(z) MHRS z 所 取 的 值 之 最 大 者 , 则 由 显然 的 不 等 式 
b < N, RMP ksr 因 之 ,由 等 式 《4) 即 得 


k a 8 


“p 
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S H, < 人 eTa (5) 
0<k <ko rv q N- 4 <N 


HE, z, 跑 过 由 k 个 大 於 b, 的 不 同 的 案 因 子 所 成 之 积 ， 
当 & > 1， 我 们 现 来 研究 和 数 
2zi — pe, 


L= 2, 2 ° ， 


N— A< p <N 
HIE, p 跑 迪 大 於 b 之 素数 ,而 v HEA &— 1 MAK 5 的 不 同 的 素 因 子 所 
成 之 积 . 和 数 L, 中 满足 (p,v) = p HA, IEA <D. mišk L, PRTA 
那些 项 也 正 是 和 数 五 中 的 那些 项 ,但 后 一 和 数 的 每 一 项 在 L, 中 恰好 出 现 k X. 
因 之 


H= 元 L, + O (5) 
我 们 现 来 估计 L,. 我 们 将 区 间 bo < p< N bt 分 成 < r 个 形 如 
Y<p&Y’; 2Y=< Y <3Y (6) 
之 区 间 , 同 时 又 将 区 间 (6) 分 成 < Y5 1 个 形 如 
U<p<U+W; ¿<W<25 


<E. 个 
. ü 
M= a a pv f 
U<p<U+W N-A, „N 
ra <<; 
用 和 数 
2xi 二 pv 
M’ = e q 
U<p<U+W N-A N 
E7 << 


代替 M， 所 致 的 误差 显然 将 


NW WANW ,WAbb, WA 
STITT AU TD b Un 


但 由 於 W 2 b, AU-l12 bk bD b, 故 对 於 满足 条件 0 << q, 0 <: < q, 
(1,q) = G@, q) = 1 Z 1 及 z, 关於 形 如 qx + 1 BAREH 
U<p<U+W 


之 的 个 数 &(1) 及 关於 形 如 qx 十 上 且 属 於 区 间 


N—A N 
u <s 


三 人 momom mn -.-— —. -— w w ra w A 
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之 v 的 个 数 7(), 我 从 有 不 等 式 《 引 理 4) 


£) < 一 一 一 Zea’ (t) < 


A (rq )” 
Ura ` 


同时 ,车 当 (l. 4) > 工 合 ED = 0, 当 G, 4) > 1 分 ?G) = 0, 则 有 


01 ia, 2zi -41 
EC) y(t) e 
1=0 xz=0 
因 之 〈 第 一 章 引 理 10, a) 
, WA(rq)” WA(rq)’ 
M < Ti MITAT 


同时 ,和 数 L, PIERE (6) 之 部 分 将 
WA(r4) Y g AGD". 


° Uq b r 4 
由 是 朗 得 
Li < A H, < ai, 
据 此 及 不 等 式 


H (5) MARHEIM. 
定理 2,b， š 1 < H< <; += NH", 


= ss (ga,9)= 1; 0 < q < e°, lz! < —., 


S = > e2riap | 
p <N 
wg 
N (rg)” 
S < A 


证 我 们 将 区 间 0 < >< N 分 成 [ev ] 个 长 需 45N [ev] ZEM. 


分 
Ni—A<p&Ni 


篇 如 是 之 区 间 之 一 。 B r 二 In Ni, 部 有 
Nie\n<AS<Ns rovt < 
利用 简易 磷 换 , 可 将 和 数 s 中 对 应 於 区 间 (7) 之 部 分 表 成 


0 < q < e". 


S 


.b 
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(tan) z o (£ £y 


N —A<p<&N, 


之 形式 ,依据 定理 2, a， 此 将 


AG44) ， A x AED 
= m T < rya 


故 得 


S < [ev7] a. yen, 


引 理 5. 届 0 < <: 0 < a <: 0<y<1— cs; P J&I A ht N° 
ZRRZM. 者 人 


lnr 


D = p !n Ute) ; 


则 P BJ t N 之 因子 d 可 以 分 成 < D 个 集合 ,对 於 每 一 个 集合 存在 一 个 P, 
使 得 所 有 属於 各- 一 第 合 中 之 值 d W E F 3SFSN 


中 <d < plte A 
对 於 某 些 集 合 , 有 p < KOK ada o B 及 二 增加 正 整数 


的 最 大 整数 则 有 


Inr— lnln8 i In + 
ln (1+c) ' In (1 +c) 


A b= 二 [+]， 我 们 现 来 讨论 所 有 不 增 数列 ao o, 各 里 的 每 一 z, AEA r, 0 
中 取出 。 B L ARA #4,… , 中 等 於 的 数 的 个 数 .。 数列 如 …, 6 即 由 数目 
1:，…, h 完 人 至 决定 ; 由 是 可 知 , 所 有 的 过 种 数列 篇 数 将 < D. 
当 6 > 0 时 ,我 们 分 
p; = 204947], F= plt = 209", 
而 党 ¿= RE RAD 


(1 +y r — 1 < = La 


32 
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gQ; = F; = 1. 


所 有 不 超过 N 之 d HE < b 个 天 因子 之 积 ;否则 由 
2- (ë +2) SN, In2 + --- + In (ë + 2) < r; | mxza<r 
rinrS2r— i, 
# co 充分 大 , 此 乃 不 可 能 者 。 将 数 d 的 素 因 子 按 和 从 大 至 小 的 次 序 排列 ,车 因子 的 
个 数 k 小 於 5, 天 分 pa o 二 ps 二 1, 我 们 即将 d 表 成 2 二 p1…ps 之 形式 ， 在 
数列 4,…, 中 ,可 以 找到 唯一 的 一 个 数 记 满足 人 条件 
Pp; < p < F, 当 #4>0， 
f Q; = pi = F, 当 £= 0, 
我 们 就 说 ,所 讨论 的 d Gq B 82 11,…, o DSE. 分 P=pr PHA p <4<g'+:, 

假定 P > Nr, 我 们 现 来 讨论 所 有 与 葵 定 的 数列 如 … 罗 对 应 的 d 所 成 之 集合 . 
用 字母 B KREE P1… pa > N 之 最 小 整数 , 则 得 E B = 1， 则 可 认 篇 
Pı pa- = 1) 

Pi Pe- S Nr, p a< N°, Pi pa KNE, (Piee Pe) Nte, 

A z = pr''' Pp y = pery bb Po = P1… Pp， 则 我 们 郎 可 看 出 所 有 的 值 x 39 
ERE Po < rsp 内 ;而 此 区 间 则 完全 属於 区 间 N < < Ntt Z Ñ, 3 
他 tporyti U fB, iBar t'o tp+k, ORAI SED5 tp Zñ 6. 当 z S y 互相 无 关 地 跑 肖 
MAREE d) 之 积 ， 附 上 人 条件 pr > > pp; per >o 之 ps, HIE p, 2 pri 
是 了 解 成 : 当 p. > 1 FR, p, > pr 当 p. = 1 时 p = p+, MRE xy 只 党 
(z, y) = 工时 始 等 於 所 诗 葵 的 集中 之 一 2 值 , 此 时 等 式 zy 一 人 共有 p =( i T E) 
REM. 

引 理 6. 发 与， ee # 与 v 分 别 跑 过 由 c; 


(1) 


PEA = rt E 9 

T = ° 0 ° ¿== 

qr’ (a, q) 1; e < q < t: A =4/— + —: 

ISU; I< X; N°? < UX < max (N°, N A°); U’ < U < U”',; X < X < X', 


f= min [ a! [z + SY D? K REXY, K&P, 
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-> 


k=1 


着 豪 的 求 和 记号 是 尾 布 於 域 


` > > 5 o?riakusyv f 


# x y v 


U<sg=<U; X< x<x=< X, uyu N; (x,y)=1 
之 上 ， 则 有 
s « KN( A+ (zi ENON. 
K 


2 ea) 之 之 之 之 erete], 
k=1 d u xt y! v 


Ht, d 跑 过 正 整数 ,而 当 4 IER, < 和 与 y 则 跑 过 其 篇 d 之 倍数 的 * 9 经 
d 除 后 所 得 的 商 ;此 时 , 求 和 记号 傈 展 布 论 域 

U<us<U; X <d < X', Bux'y o < N 
之 上 . 但 不 定 方程 sy ç = z 的 解 的 个 数 不 超 过 T. ++ (z), 而 由 第 一 童 引 理 17, 
不 等 式 uy ç << n 之 解 的 个 数 将 < nln n + l)ata, 因 之 ;和 数 S 中 对 应 於 大 於 f 
的 4 值 之 部 分 将 


证 我 们 有 


KN 
< > ~ 一 N atati K =r ratat < KNIH, 


d>f 
我 们 於是 得 
K 
S< P S, + KNJ tts $= 2) Sar: 
4<f k=1 
K 
FE Zziadłkustyo |, s < K ` Sh 人 
k=1 


但 不 定 方程 ux = z 的 解 的 个 数 不 超 过 ras+l (z), 而 由 第 一 章 引 理 17,b， 


` (re + (z))2 < La pite, 
Ix? d 
d 


ux U 
d z 
因 之 ， 
Sa S 本 r UX yx’ 2 > a 
sasa Yla , N 
P < z < = zy" e < 
> SI Y arreba), 


==— 


, x 
= ret X dzy, o <N d%*zy!o <N 
d 
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我 们 再 将 求 和 记号 之 次 序 加 以 收 释 ,是 而 易 见 ， 


N I j N 
y1” S JUX? yo SIUR’ , 

而 党 yi, v1, y, e RER, z HEGE H 

UX U! X” N N 

TX < < mi (r d 'dtylo,' d2yl o 
中 之 整数 。 因 之 | 

UX s U! x'* 
S: < < Poi (Z= eme] 
之 之 之 之 ' 2(ad2k (yiv1—y'v)) 
yi”: SX DX yv< x DX 


E oU 篇 不 定 方 程 yo =: 的 解 的 数目 。 则 不 定 方 程 yivi 一 yv = + 的 解 的 数 


Epi D ple) Vs), 於 此 ，* 跑 过 所 有 满足 条 件 
0 <<: 0< 上 + < 
的 整数 . 由 是 


r, < JX WY E MPE E an Ogg 


o<- 


同时 ,我 们 有 
N 


U X 1 
2 YY eltette > : C aa 
54 4 < d? á — an ( d ° D) 


0<:<— 


2 KN +2c1+ c+2c9 
S <— ri s > "a rn), (2) 


k= re 


我 们 先 来 讨论 N < q SNO ZEE. 我 们 将 区 间 1 < 4 < 站 中 所 有 之 值 a 
分 人 人 r 个 形 如 
D<d<D; D<&2D 
之 区 山内 . 


z S(D) AR S 对 应 认 如 是 之 一 新 区 间 之 部 分 ; 则 
SCD)= © S; (SCD)) 和 D Š ' |sS,|. 


D<dSD7 D<da<D” 


D <4<D 0< R <K; 1< < — 


了 


ES s 


$ 
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之 值 时 ,不 定 方 程 d'k s = 1 之 解 的 个 数 将 < N*”( 第 一 章 引 理 17, a) ,我 们 即 得 


KN KENUX 


Ir 


2 err ] 
(S(D))2 < — > Ñ . a min (FX, y+ 
由 是 ,依据 第 一 章 引 理 8, a GERS DAN SER < 二 a + 1 个 长 <4q 
之 区 间 )， 
, KN ADKN UX KINUX ,,,,, 
(S(D): < —> N Ta +1)(> +4hna)+ 5 N” & 
«Keya (= Hoy LEE 


BHEE SEAFH fE 5|EBrB Era EER, 
我 们 再 来 讨论 4 < N° 之 情形 ， R (dd q) = ó, =d ð, 4 = 419, 
(q, K) = K, q = qx K, k — hik. AJ 


ad? k 2 adiRi 十 04, ki, d Ñ, < 1 


42 qt ` T <: 


因 之 〈 第 一 章 引 理 8, a) 不 等 式 〈2) AARRE k 的 部 分 将 


KN ,/ N N AN N U 
< T AN +) ta )< 2 4 N 4DX a 4 


又 ,对 应 於 具有 葵 定 的 < 的 一 切 k 之 部 分 将 


KN ¿(NK _ NK | UKRXN EN of 1 , UX 
d: I (dyr  dUXęk' dx dz: 1 bi dUX ` ¿N 


hih 


sz <Ü É "(T+ ELA] 


< — 


由 是 


而 引 理 中 所 说 之 不 等 式 已 不 认得 出 . 
最 后 ,我 们 来 讨论 q> NO 之 情形 ( 检 当 T>N RARE), B (d° k,4)=2, 
dR = dó, q = q16; HIJ 


d, Od ad ON 
k qi git qi q1 k 


因 之 (3 — AH 8, a), 
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°> min zx TED) < d° À s: qiln qı, 
o< 
32 < Ky YY ka« KEN nc 
由 是 , 引 理 中 所 说 之 不 等 式 已 不 屿 得 出 . 


定理 3 让 VN<r&Ne""; 


则 有 
$ < KN (A!=s 十 -02+e) ， 
请， 届 2<H<N; PRSH 的 素数 之 积 ; 0 AREKE H < r< N 
的 素数 p 之 积 ，5o BWE Rs < N 之 最 大 整数 .。 SE :二 1,…, so 中 
之 一 的 f, 分 


> ... 2 e2wmiakyy""-y, == W, ， (3) 
Y/Q Y/Q 
yy" y <N 
我 们 有 | 
W, = PA > > MEA Oe n(d,) G2riakd my d m, 
d /P m,>0 d/P m >0 
d, my “dm <N 
设 7 BHRR, D 篇 7 IBAs 24. 分 
S; = > e2wiakD; ， 
D;/9 


在 G) 的 左 扯 指数 上 的 诸 乘 积 y,…y 中 ,所 给 的 D; 出 现 s 次 , 因 篇 它 的 每 一 个 
KAFET yo y> U 以 及 y; PHR. 因 需 雍 乘 积 yy… 六 中 有 一 等 於 1, 有 
«N! H 个 乘积 可 篇 一 大 论 1 的 整数 的 平方 所 整除 , 故 由 《3)， 即 得 
sŠ, 十 5292 + + oS, = W, + OCN H). (4) 
HA H = N°2; R) o = 4. H +=1,2,3,4, KEA (4) UR 
S, + S2 + S; + S, = W, + O(N°3+°) ; 
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W, 
Sı + 25: + 4S3 F 8S4 == EE + OÇ(N?-8+:); 
W, 
S, + 3S, + 9S3 + 2754 = —* + O(N°#+); 


W 
S, + 4S, + 1653 + 645, = 十 DO(CN0.8+e) , 
因 之 ， 


A A A 
S= Waa Ho $ z7 Ws = 1 W, + O(N°:8+a) ， 


HIE, Ar Az As Arp FATIN 

1 1 1 
2 4 8 
3 927 
4 16 64 


Eb 


中 对 应 於 第 一 列 元 素 之 小 行列 式 ， hE, BH S => |51| +O (KVN), REN 
k=l 


K K K K 
s< > |W,| + >; IW,| + >; [P| + 2 Wl + KN+e. 
k=1 k=1 k =1 k=l 


我 们 下 面 窗 限 於 估计 此 等 式 右 兆 第 四 彼 加 项 , 因 篇 前 三 个 税 加 项 可 用 同样 的 方 
法 估计 。 半 论 每 一 1/ = 1, 2, 3, 4, 依据 引 理 5〈 当 < = 0.2), 所 有 之 d; 值 可 以 分 
A < D 个 集合 ,而 所 有 之 值 mi BUPER A < r IRA, WEE k 
M; <m;<M;, Mi 委 2M 


> > > > >' > p2riakd d d d m ym,msm, ; 
d d m, m, m 


HEIE, KAEL yu Pa Pk dH pt HAS SÀ 
pü) < d, < Fü); pO < d,< FO; p° < d, < FO; yp < d, FO, 
所 定义 的 di, dz, d3, da 之 四 个 和 集合、 及 由 不 等 式 
Mı < m < Mi; M, < m, < My; M; < ms S Ms; Mi < m, < Mi 


所 定义 的 Mis M2, M3, M4s 之 四 个 集合 ， RAREZA 


a wa wa w ¿wa uum wa ü wz Till 


l 
' 
t 
if 
s 
ir, "g 
fs 
i r 
"` 1 


“AR e te a 县 = Ls - 
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Mi M, M; M. @ Ü) … 9 < Ns 
之 情形 , 盖 在 另 一 种 情形 , 则 有 (c 可 取得 任意 小 ) 
了 全民 VN-02+5 , 

先 设 M, M, Mi M, < N". W : AMEI M, M, M; M, p9 pO) > NY 
之 最 小 整数 ;显然 :之 1. 用 等 式 M, M, M; M, php N= N” ER Y, 我 
们 有 pO > Nr. & u = m m mm, d, di V = dirit dae 

依据 引 理 5， 存 在 着 正 整数 B 及 两 个 增加 正 整数 列 (x) 及 O), 满足 条件 
Nr < x SL N ERER PERA zy 中 只 取 满 足 人 条 件 

xy < N; (z,y)=1 

之 数 , 旧 郎 得 所 有 之 数 4, 各 取 B X. 我 们 将 值 w 分 成 < 个 集合 ,其 中 每 一 个 
集合 区 包含 满足 条件 U < < U', U' < 2 U 之 值 ; 同样 ,我 们 将 值 x 分 成 < r 个 
集合 ,其 中 每 一 个 集合 突 包 含 满 足 人 条 件 X <y 委 X，X 委 2X ZW. # T, 是 和 
数 T 中 对 应 於 区 间 U <w <U’, X < < < X' 的 部 分 , 则 由 引 理 6, 我 们 有 


0.5 ~g 
I-e 
T, < KN (a + tE) ). 


由 是 ,由於 (c TRER) 


UX MıM:M;M;, Q) 9p4-DNr 


UX , MiM:M;M,F® -FEl yr+0.2+e 
N 


KN, 


一 一 站 .4 十 6 
< N < N ; 


我 个 有 
T, < KN(A!-“ + N-02), T & KN(A1- 十 -02+e7) 


我 们 现 来 讨论 Mı M, M; M, > NM ”之 情形 . 不 失 其 普 逼 性 , 可 以 假定 M. 篇 


所 有 Mi, Mi, M;, M4 中 之 最 大 者 . 

我 们 先 设 M, <N”? R t 篇 满足 条 件 M1…M > N ”之 最 小 数 . WEA 
# = mMm Mp V= Mma m, d, d, d, dy U = Mi M,, 我 们 有 NO < U < N°, 
U<s<16U. WZ, H5|BB 6 ( 取 < = y = 1), BI 


T < KN( Ar + (z + D a ) < KN(Al-: + N”02+6) ， 


我 们 现 设 M4 > N°2. 若 此 时 有 N L< q < N°, WER q < N°-1, q > N 
之 一 之 下 ， 有 M4 > NS’, 则 不 定 方程 kd, dı d, dy mi m, ms = z 之 解 的 个 数 将 


Mut 


1 期 £ + SE 32 e F AE HHB Eñ 91 
< A. 因 之 (第 一 章 引 理 8, b) 


TKa E min (= | J) < KNA (z r N-02) < 
z “2(az) N q 
<< 


< KN (ate + JN 026") . 
最 后 ,车 在 条 件 2 <N 24 > NY 之 一 之 下 有 M.<N a’, NXM 6, 
IË: # = m4, v = d, d, ds d, mi m; M3, BI (x = y = 1) 


1 


1 ° 4) ° RARS 
T< KN [+ + i + A P < KNA”, 


WEEER RE , BF A E E, 


第 十 ë Ẹ 


s E E W pj 题 


EKER, REKER FFEA > co (co 充分 大 ) 的 奇数 N 可 以 表 成 
三 个 夷 数 之 和 的 问题 , 普 导 出 表 法 的 种 数 的 渐 近 公式 ， 

逼 囊 所 巡 用 的 方法 也 有 可 能 用 来 解决 更 一 般 的 堆 迪 素数 问题 ;】 A, BAE 
n> 1， 将 整数 N 之 co RE 


N =b, +-- + p. 


BSN BU B ES GRR RAEk A). 但 我 不 在 这 庄 来 诗 论 过 类 一 般 性 的 问题 . 

篇 要 解决 哥 特 巴赫 轩 题 ,我 现 来 研究 一 个 积分 , 蕊 与 哈代 及 李 托 伍德 篇 了 同一 目 
的 所 和合 指 出 的 积分 相似 . 亦 如 第 四 半 及 第 七 章 ,我 将 积分 区 间 分 成 基本 区 间 及 甬 区 
H. 关 秦 对 应 於 基 本 区 间 的 那 部 分 积分 之 研究 ,在 我 1937 年 论 哥 特 巴赫 问题 的 工 
作出 现 之 前 不 入, 英国 的 学 者 们 即便 做 出 了 一 般 性 的 方法 [以 佩 治 《Page) 关於 算 柄 
数列 中 的 素数 分 作 的 结果 篇 基础 的 埃 斯 特 规 澡 (Estermann) 方法 ]， 运 种 方法 , BG B| 
用 於 哥 特 书 再 间 题 ,也 可 以 用 於 更 一 般 的 来 镜 数 的 堆 贞 阅 题 。 寺 种 方法 是 以 近代 的 
L RRRA. MER, 关於 各 盖 部 分 积分 的 研究 ,我 利用 了 简化 过 的 佩 治 的 精 
RGH 1) HARMA (Brun) 方法 的 某 些 基本 成 分 (第 九 草 定理 2). HRE 
区 间 对 应 的 那 部 分 积分 的 估 值 ,我 只 用 我 自己 的 一 般 性 方法 ， 


i 
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专用 记号 . EER, p 常 表示 素数 ，co。 篇 一 充分 大 的 数 ，N 篇 之 co 的 整 
数 ; 最 和 后， ln N = f. 
引 理 1 (WR). PZ eo BERG a 与 c 篇 任意 大 的 数 .。 则 在 算术 数列 


qx+l;0<4&*; (qD =1; 0< <q 
中 ,其 不 超过 N 的 素数 的 个 数 ON, q D TARRA 
(N = | £ iB, qı = (4), 


於 此 ,对 於 一 切 9， 可 能 除去 一 烈 特殊 的 4, HARI A Ef ` 


证 . 此 定理 的 东明 ,我 不 能 放 在 芝 训 .。 宅 是 佩 治 作 出 的 。 IMRE 
— L 航 数 论 , 各 是 由 狄 里 克 莱 、 黎 曼 、 阿 过 码 、 塞 雷 . 布 散 、 哈 代 - 李 托 伍德 , 兰 道 等 
人 的 劳力 所 研究 出 来 的 . 

引 理 2. R r = N r>, 於 此 ， c > 4, 又 设 


N „2zizą 


— 2xiz š = é 
R= | (J(z))3e-zuev de; J(z) = | i 
N2? 
O (5) 
N ,2n1g% 


Russ |. (T(z))3e-miN de; I(Gz)= |. W gx 


a 


证 . 将 积分 R 与 积分 


比较 ,我 们 有 
R— R = |” UOV- UEP e + (FU) em de — Ro) 
但 在 右 光 第 一 项 中 的 彼 积 画 数 ,我 们 有 


1) Proc. London Math. Soc. (2),39, 1935, 116—141 页 ， 
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|J() — I(z)| < | G: +) <. 


因 之 ,此 第 一 项 (第 一 章 引 理 14,b) 将 


1/z N-! N3 Ur N N2 
<f 与 3Zzzdz | Yat] dz < —. 
-jim 了 0 r rä 


y-1 4g2 
双 右 下 第 二 项 
j t d N? 
<| Z3 dz < | - < 一 一 
1/7 pye ST 


ri ， 


i R— R < N? y. Ihh, IRE 


1 N _2mizzg 
m= | GG) em dr; SC) = DET, 


x=3 


RMH (G — ERR 13) 
I(z) — S(z) &r`!; 


} N- N? } de N 
, 2 一】 N = = e 


HZ, R—R' < N2 4, jH o R 显然 是 表示 将 数 N 表 成 


N = xi + x; + x 


93 


的 形式 的 天 法 个 数 , 座 此 ， Xis 122, #3 是 大 办 2 的 整数 ， 对 每 一 ti 一 3 4, wass 


N — 6, 等 式 z; + z; = N — xí 有 N — z, — 5 次 得 以 实现 , 故 


N —6 AN ES N2 
73 R’ = (N — x, - 5) = CU) NT L oN), 


HE, PI BIREN EEM. 
定理。 APER N 表 成 三 个 素数 之 和 
N = pi + b: + bs 
ER AREA 


-nGrian 


If “r: 
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CO TH 保 懂 布 於 所有 的 素数 ,而 TT MERDANE N 的 来 因子。 此 外 ， 


P 
S(N) > 0.6. 
推论 ( 哥 特 巴 持 定 理 ). 存在 一 数 ĉo, 使 得 所 有 奇数 N > co # HJ 32 = - 个 素 
数 之 和 
N = pi + b; + ps 


W. @ r= Nr, 我们 有 (第 一 章 引 理 4) 


| 
I(N) = SÌ? e~2riaN Jæ; Sa = > e?riap 
da PEN 


包含 所 有 形 如 


a=— +=; (9 一 1; =T! KT; 0<4<% 


2 
q 
的 a 的 区 间 名 篇 基本 区 间 ; BEF — r <a < — 1 + 1 中 除 出 基本 区 间 和 后 留 
TEMZA. 依据 第 一 章 引 理 7， 所 有 侠 区 间 中 之 a 此 可 表 成 


a=“ +z; (a,q)= 1; si s; < q <rt 


q GT qT 
的 形式 。 不 座 看 出 , 当 N IRR, HERTAN a 与 q 之 基本 区 闻 不 可 能 包 


”合共 同 的 a 值 。 实际 上 ,由 


da 4; a di 1 
— +zs > +z; — Z; e < —; ie -一 
testan; SZ. s| <i Ini < 
就 会 得 出 | 
aq, a,;d 2 1 2 
Ma KE; — <; N<2. 
441 T 941 T < 


对 应 亦 所 向 的 将 积分 区 间 分 成 基本 区 间 及 余 区 间 的 分 法 ,积分 I(N) BR 


十 项 之 和 
| I(N) =L (N) + (N). 


1. DCN) 的 估 值 . 依据 第 九 章 定理 1, $ 4 > r 时 ,有 
Sa < Nr45 (y A $ < 十 ee < Nr-25 


而 依 第 九 章 定 理 2,b, 当 r <q < r 时 有 


1 期 第 十 章 RECAM g 95 


Sa < Nr 25+8 . 
因 之 (参看 第 四 章 之 3.) 


1 
LN) < Nr-25+a | Cae 
0 


1 
w Nr-zste | >: ` e2wia (P — b?) da < N? p73 5+ ' 
0 27<N p<N 


2. 和 与 不 算 坊 特殊 的 z 值 对 应 的 基本 区 间 ， 任 给 一 co, EE cl = 3, c= 48, 
则 对 引 理 1 中 所 说 的 H, ORERE IRIRA 4， 其 篇 某 一 满足 条件 


qo 之 250 
的 4 = qo 的 倍数 者 ,之 外 ,我 们 有 
Nr 
q1 ` 
我 们 现 来 研究 积分 T (N) 中 对 应 认 包 有 分 数 的 部 分 Iago ERRA q 不 算 
在 特殊 者 之 内 , 且 满 足 人 条 件 gq 二”， 在 如 是 之 区 关中 任 取 一 a， 我 们 将 和 数 S. 分 
成 [21] 个 形 如 


H < 


Sa,N, 一 >' r. 2 A= N [31] -1 
N = A<p<N, 
之 和 。 对 於 过 和 数 中 的 项 ，|zp 一 zNi| < zA; 又 过 种 项 的 数目 ( 引 理 1， 介 q =1) 
将 & Arl, 而 dd4z & Ar, 因 之 


San = e S e” + O(Ar"1). 


N —-4<p<N, 


但 当 满 足 人 条 件 0 <; <q, (L, 4) = 1 BJ 1 RER, 区 间 Ni 一 4 < p < N, 中 形 
如 qx + 1 的 素数 p RRA ARRAN 


Nı — 18 
Ey 2 pO (4 
qı Ny— A jn < qı 


因 之 
27i21 1 Ni ElmsN1 
q -一 dx + O(4r 71). 
Ni 之 e qi |... In x ( ) 
“再 ,我 们 有 
2xi 1 1 f" |z! A EA Ar" 
2 = < .— — dx < < " 
之 e 4 = plq); |2N;— z=|< |z| 4; qı |... Ine “~ qir 41 
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Ns CZK 
Sa ss: | dx + O(Ar-18) ; 


Ni A ]n x 


N 2A1EZ 


s. = ESIL J(e) + O(Nr-15); JC) = 


Err dx. 


但 (第 一 章 引 理 14, b) 


1 Z Z ztr-! 
— J(g) < —; - - > 
g1 J(z) Jı qı qı 


Z2 
> Nr; S? 一 Ela) (J(z))' < 7 Npn: 
1 


2 
1 


T pla) -zri (Ste) 
re 一 | a uem a 2, <| Z2 472 Nr" dz < 
= I 


0 
-gz 
— |< N? r 2g. 


E N=} T 
< N r-1š q; (j N2 r dz + |. 32 


值 关於 模 4 KEREKE —a LIERE, REI 


S Iaa = G(4) R + O(N q7’), 


1 
(J(z))3 Ce 一 2715 dz, 


=T 


KOL Rf 
c(a) = d > . R Í 
由 是 ,由 引 理 2 及 不 等 式 |G(q)| < 2, 我们 易 得 
N? N? 
E ta = 2 C0 + O (ag): 


3. HERRA 4 值 之 基本 区 间 . Ri 4 属於 特殊 者 之 内 。 我 们 有 


一 了 a 
arC z) (p ptp ) > 


Iaa = | | 
-T D'EN p EN DSN 


& D = [r], HJ 4 = ND}; 


HE, 


一 全 
r | 2xi (= +z) (p tp tp — N) d 
= e Pa 
a,q = 
TT] (e A<p Ks A UIPA DAKpP ESIA GID AKp S A 


将 乘积 zs A, ss A, zst" A DIRE sp’, ap, ap, MIBR < Atr? K N?r D? 
之 误差 外 ,积分 Laa 等 於 乘积 UW, pti 
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a 
2ri—~ (ptp +p” — N) 
ije > 2" 


(##—1)A<p'<;?'!A (sl ACp ET A GI ATP I SSTA 
T 1 
W = | G271g (st s tst D)A dz. 
=r™1 
但 (第 九 章 定理 2, a) 


Ar 1 1 
U < Sari W < min (A TAO 


此 外 ， 对 认 给 定 的 整数 ¿< D, f +” +” 一 D = % 的 解 的 个 数 将 <D, 
因 之 (2， 中 之 记号 ) 


Nš Erh N253 Ne2rsa 
laa < —- + 3 p (L + PSK q F735; 211, < > r 90.5 ° 


y3 


HE, BA Nr GU) < N?r 34 (2, ATE, RAAN 


area 
X r. = a ` GG 10 Y) 


4. IN) 的 初步 公式 。 我 们 有 (2. 3. %1.) 


Nš N? Nra 
IA) 一 之 > S(2) < > za + >` any? < 
a< q <š 1 JSr daT 0 
N2 Ni2res JP — N2 ye N2 N2 N2 
< 3. bery < G(42) < r e 
r4 Pa PARA 73.5 > 73 (4) > rg? 4 


I(N) = IE S(N) + O =): S(N) = > G(4). 


5. SCN) 的 转换 与 硫 究 . 我 们 现 来 研究 级 数 SCN). TREIER, SAJA R 
素 的 正 数 q, …，, gr RNE 
G(q1) © Glg) = CC41… 4k) . (1) 


AKER HE , KOR 5 38: k =2 WET. 分 Pl) = qi P2) = q, RIA 


i( a+ w) 
G(2)) otg) = Pta ea > Ee = 
q11 931 0<a <a, 0<a,<q, 

(a.q,)=1 (a,,q,)=1 
aJa F 


-m.y >=> m aa “= Gld), 


mp P. sisi r" 


MESTRS 


TT- 


rm - - - 


atera t 5 Irani preti r-en 
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因 篇 eael) = eq), qidi = Plqiq2) 及 aq: 十 aqi EBR qiq 的 一 
饭 狼 剩余 系 ， 
HHS GC) < q 2, ARB SON) EAR. 级 数 
Ep = 1 + G(p) + G(P°) +> 
PEKE, rE Bee £ SN) Ñ. 这 用 (1), 当 x > 2 时 ,我 们 有 


II & = 之 G(4) 十 > G(4) ， 


Per 
HIE, E REMATA > x 之 素数 所 除 豆 的 q. 由 认 S(N) 条 对 收敛 ， 故 当 < 
无 限 增 大 时 , 右 扯 前 一 项 趋 庆 SCV); 而 第 二 项 则 趋 钛 替 . 因 之 ,车 用 记号 M 来 记 
展 布 愉 所 有 素数 之 上 的 乘积 ,我 们 序 有 


S(N) = Jf £. 
但 当 s> 1 Be G(p) 一 0， 此 外 ,是 而 易 见 ， 


—, # N RA P RE, 


G(p) = ar D 
GIF Tp: E N 能 篇 p BRE. 
故 得 
s= I+ 2, A 


HI, ID REWRERSE N 之 p 而 |] MERRE N Z p. 但 我 们 有 


; 1 w 1 1 6 
II Cte >1; [i G-p) HO 一声) > 
因 答 在 下 ”中 ;由於 N 篇 奇 , 故 只 包含 奇 素 数 , 因 而 常 有 pi 一 lp, EEH p JP 
和 与 p, BREDA pi 的 素数 . 因而 我 们 芙 正 有 S(N) > 0.6. 
等 式 (2) TUKER 


1 — 一 一 一 -一 一 
1 id —1)2 
s~) -TT (+ — TI — DL 
p 1+ 
(p—1) 


1 1 
二 十 SC 
u 1 Í _@—I} (0—1y 
-G+ (: 1 1 ) 
(p—1) 
这 已 稳 容 易 化 成 定理 的 陈述 中 所 说 的 形式 ， 


n. 


a © 
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第 十 一 È 
画 数 ap 所 取 的 值 底 分 数 部 分 之 分 做 


在 本 章 台 ,我 们 将 违 用 第 九 章 的 结果 来 解决 画 数 ap, S p RB AS St N 的 素 
数 时 , 宅 所 取 的 值 底 分 数 部 分 之 分 仿 问 题 ， 

芝 刻 所 用 的 方法 有 可 能 用 於 一 般 性 的 问题 , 即 当 fo) 篇 高 於 一 次 的 整 多 项 式 
及 f(p) 乱 依 某 种 意义 而 车 可 以 用 整 多 项 式 去 密切 逼近 的 男 数 时 , 其 所 取 的 值 底 分 数 
部 分 之 分 体 问 题 。 但 我 们 在 适 右 不 来 慰 及 需 些 问题 ， 

专用 记号 。 EKER, p 常 表示 来 数 ; N Bú 之 co 之 整数 , co 充分 大 ， 此 外 ， 


r= nN; x(N) = > 1. 


PEN 


ER. Se VN <r< Ne; a RER, 
a 0 P Ç 
ea ¿2 (a,q) =1; @e@" < q=<T; 


0<B<1; H 篇 满足 条 件 p < N, (ap) < 有 的 素数 的 个 数 ， R 


H = Br(N)+O(NY); Y= (++ aN 十 N-0.2+te, 


证 分 
$5 I 
E 一 Le A = (+ + £) i + N-02+ci, K = [ A 2]; S$» = > ermep. 
2 q N EN 


则 依 第 九 章 定理 3, HAER R K < Ki, 分 
Uk Ta ` Sm! 5 


m <K 


则 有 
Ur & KNA. 


党 A > 0.25 时 ,定理 显然 成 立 ; 因 之 ,我 们 只 考虑 A < 0.25 之 情形 。 ERER 
A Ñ B 满足 人 条件 0 三 8B 一 4 亏 1 一 2 和， 我 们 现 来 考 碟 第 一 音 引 理 12 PR 
的 以 1 篇 角 期 的 画 数 yl), IRRE 


1 1 
r= 1, “+ A =4, B-75 a = B. 
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HE, RHS 
plap) =1, # A<ap<B (mod1); 


1 @& 


0 < (ap) <1, # ÀA— A <ap< 4 (mod1), mW B < app < B + A(mod 1); 


plap) = 0, 3⁄ B+ A <ap< A— A + 1 (mod 1); 


plap) = (B — A+ A) + S (am cos 2zmap + bn sin 2zmap) ， 


. m=l 


AE, ERFA 


1 1 
hm =o f m m < 


1 1 
A’ la A mt? 在 M 


定义 如 ， 我 们 郎 常 有 
am < hms b, < hn. 
iH 〈1)， 即 得 


S plap) 一 r(N)(B 一 4 十 入 ) 十 s (am S + bm Sr); 


peN m=1 


H, S H S” 傈 由 等 式 Sm = S, + iS; FER. 因 之 


号 (os + bn S) < Ý hnl Snl = D 和 ls-1+ D ulsa] 


m=1 m =1 mK m> K 1 
由 是 ,就 注意 对 从 任何 整数 m > 1 
E A EE < 
我 们 序 有 


2. m| Sml] = hi U, + h, (U, — U1) + ky (Us— U) 十 … 十 


mg&K, 
+ hk, (Uk, 一 Uk, -1) = Ui(h—h)+U, (A, — Bs) 十 … + 
T Uk -1 (hk -1 = hx, ) F hk, Ux, < NAlnKı + NA < Ny. 


注意 常 有 15m| 多 N， 我 们 亦 得 
N 
` hml Sm | < > Am 人 AK, 


m >K, 


因 之 ， 
S plap) = x(N)(B—A) + O(NY). 


PSN 


由 是 ,依据 如 在 证 明 第 八 章 定理 时 所 进行 之 讨论 ,我 们 的 定理 已 经 不 友 香 出 . 
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BÆ 1947 年 以 单行 本 印 出 行 世 , 列 篇 苏联 科学 院 CreKAOB 数学 研究 所 专刊 第 23 


在 1937 年 ,著者 佛 写 了 一 本 名 篇 “解析 数论 中 的 新 方法 "的 书 , 所 包括 的 方面 


与 本 书 大 臻 相同, 也 可 以 说 是 本 羽 的 前 身 . 但 在 处 理 问 题 的 方法 上 及 所 得 的 结果 上 ， 
本 书 艾 进 了 一 步 . 


书 豆 示 欧 地 化 述 了 著者 自己 天 太 三 角 和 数 估 值 的 新 方法 和 宅 的 应 用 . BIE 


书 , 可 以 不 必需 要 很 多 的 知识 ， 车 读者 对 於 (例如 ) 华 路 上 庚 教 授 所 著 “ 数 窒 昼 引 "”( 不 
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A BIB HOBI S EB r 13 TA, BTA Ba; WAI EB shy, m — ep | ss 
17 的 十 有 明 , 可 做 考 华 用 上 庚 教授 所 著 堆 暴 素数 论 ” 第 二 章 ; 第 十 章 引 理 1 (Page EH) 
的 司 明 ， 数 学 研究 所 数论 组 将 有 资料 在 本 刊 发 表 ， 车 者 中 若 有 无 法 质 得 该 引 理 之 从 
EX, RRRA. 书 圳 的 结果 在 目前 来 脱 背 是 最 突出 的 。 车 读者 欲 明 逐 与 本 嘎 
所 花 直 接 有 关 问 题 的 发 展 , 可 贿 考 上 述 的 “ 玲 暴 素数 得 ”. 实际 上 , 过 十 本 书 也 就 包 
括 了 近代 堆 紧 数 窒 的 主要 内 容 。 具 有 大 学 专业 知识 的 著者 可 通 光 它们 进入 这 一 个 域 
的 最 前 入。 过 就 是 识 者 翻译 本 书 的 原因 . 

书 襄 涉 及 到 堆 盈 数论 中 的 十 个 著名 问题 , 序 哥 特 巴 赫 间 题 与 华 宁 问题 . 

哥 特 巴赫 问题 是 哥 特 巴赫 (Tons6ax) 在 1742 年 致 欧 拉 (Euler) 的 借 中 所 提 
出 的 问题 .他 的 问题 是 :每 一 大 於 2 的 偶数 此 是 十 个 素数 之 和 . 许 计 多 多 的 事例 (此 
如 有 人 全 经 把 一 百 万 以 内 的 数目 此 加 以 计算 ) 些 攻 明 哥 特 巴赫 的 猜测 成 立 。 然而 下 
到 本 世 破 初 ,对 於 过 问题 的 具体 页 献 还 是 没有 。 在 1912 年 , 兰 道 (Landau) 在 英国 
剑桥 国际 数学 会 山上 迁 货 悦 过 :“ 哥 特 巴 赫 问 题 不 是 用 现今 的 数学 方法 所 能 解决 的 ”. 
巍然 如 此 ,但 近 二 十 鲜 年 来 ,过 问题 却 得 到 了 很 大 的 进展 . 

首先 对 哥 特 巴赫 问题 直接 作出 重要 贡献 的 ,是 帮 联 学 者 史 尼 列 泵 螺 (Tllnmpexs- 
man), 他 引 造 了 一 种 叫做 密 率 的 观念 ( 参 看 上 述 “ 数 论 遵 引 ") , 苯 明 了 (1930) 所 有 
充分 大 的 整数 此 是 有 限定 多 个 素数 之 和 。 史 尼 列 页 曼 的 精 果 和 方法 立刻 受到 了 很 大 
的 注意 。 在 1935 4, Sik (Pomanos) 全 据 原 来 的 方法 算出 所 有 充分 大 的 整 
数 皆 是 不 多 从 2208 个 素数 之 和 .。 其 后 又 有 人 将 2208 ZKA 71, 67 (最 近 (1 
950) 还 有 人 将 67 WEF 20). 

在 另 一 方面 对 哥 特 巴赫 问题 作出 重要 页 献 的 ， 是 哈代 与 李 托 伍德 (Hardy S 
Littlewood), 在 1922 年 , 利用 他 们 所 创造 的 “图 法 ”(Circle method), 过 两 位 学 者 
从 明了 每 一 充分 大 的 奇数 此 是 三 个 素数 之 和 , 泪 求 出 了 表示 方法 的 个 数 的 新 近 公 式 . 
但 他 们 的 结果 却 依赖 於 一 个 叫做 “ 广 闵 黎 曼 假设 ”的 芙 实 性 ,而 着 个 假设 到 今天 阔 是 
无 法 人 东明. 倭 管 他 们 的 结果 是 货 基 认 一 个 未 经 营 明 的 假设 上 , 然而 他 个 所 用 的 方法 
在 和 后 来 却 发 生 了 很 大 的 影响 . 

对 哥 特 巴 赫 问 题 作 出 了 决定 性 的 足 献 的 ,是 维 询 格拉 采 夫 。 他 在 1937 ER 
了 每 一 充分 大 的 奇数 此 是 三 个 素数 之 和 , 因而 每 一 充分 大 的 整数 些 是 四 个 素数 之 和 。 
他 的 落 明 就 是 本 书 第 九 章 及 第 十 章 的 内 容 . AREKE HRR. 

哥 特 巴赫 问题 后 来 又 得 到 了 许多 的 推广 和 演 屡 .例如 莫 用 庚 教授 佛 体 明 每 一 充 


A 
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分 大 的 奇数 此 是 两 个 素数 与 一 个 素数 的 《 (k 固定 ) 次 方 之 和 ; 林 尼 克 (Janma) 
全 入 明 每 一 充分 天 的 整数 丝 是 丽 个 素数 和 饶 定 多 个 2 (或 别 的 > 2 的 整数 ) EE 
EZA RKE (Renyi) 公休 明 每 一 充分 大 的 整数 和 肖 是 一 个 素数 与 由 有 限定 多 个 来 数 相 
乘 所 得 之 积 之 和 ,等 等 ， 其 主要 的 演 秋 ,后面 我 们 将 要 谈 到 . 

我 们 要 注意, 做 管 娠 多 卓越 的 数学 家 在 过 问题 上 人 经 作 了 很 多 的 努力 , 3EfEH T 
EKHAR ATERA REREAD. 一 方面 是 哥 特 巴 赫 
原来 所 提出 的 问题 :每 一 大 於 4 的 偶 教 央 是 两 个 素数 之 和 ,还 未 得 到 解决 ， 假如 过 
一 猜测 得 到 入 实 , 则 奇数 情形 的 哥 特 巴赫 问题 立刻 可 以 推出 ; 另 一 方面 , 维 主格 拉 灯 
夫 的 灶 果 是 指 充分 大 的 奇数 而 言 。 也 就 是 脱 所 讨论 的 数目 必须 要 大 从 某 一 常数 c 
有 人 全 经 算出 此 

e 
而 我 们 现在 膛 无 法 将 小 认 


41.96 
e 


的 一 切 奇数 逐一 加 以 验算 王 明 哥 特 巴 赫 的 猜测 成 立 . 

华 林 问题 是 1770 48k (Waring) 所 提出 的 。 他 的 问题 是 对 认 每 一 整数 
n 之 2， 必 存在 一 仅 与 n 有关 的 数 r = r(n), 使 得 每 一 正 整 数 此 可 下 篇 + MARM 
数 的 n 次 方 之 和 .。 由 道 问 题 ,直接 序 引 起 了 下 面 的 三 个 问题 : 

1. BRR r(x) 是 否 存 在 , 鞭 存 在 , 则 其 最 低 的 数目 ( 妈 作 g(x)) 等 於 多 少 ? 

2. 车 我 们 在 问题 里 所 提 的 不 是 对 “每 一 正 整 数 ” 而 辣 , 而 是 对 “每 一 充分 大 的 整 
数 "而 言 我 们 序 得 一 与 g(x) 相应 的 数 G(n), FL G(n) 的 最 小 上 界 是 多 少 ? 

3, 考 充 分 大 的 正 整数 N BEE IE N ER r 个 非 负 整 数 的 n KIZ 
和 的 方法 的 种 数 TCN)， 当 N 无 限 增 大 时 ,其 主 项 篇 何 ? 

首先 解决 华 林 所 提出 的 间 题 的 ,是 希 泵 柏 特 (Hilbert). 他 的 结果 是 在 1909 年 
发 表 的 。 他 广 明 砍 有 一 (n) 存在 ,使 得 所 有 的 正 整数 缘 可 表 和 需 (a) 个 非 负 整数 
的 n 次 方 之 和 。 但 希 尔 柏 特 所 得 出 来 的 :(x) 太 大 ,方法 也 很 特殊 , 后 来 跟 和 经 亨 多 
人 加 以 改进 ,但 收效 还 是 不 大 . 

和 婴 希 泵 柏 特 之 后 ,在 药 林 问题 上 作出 重要 贡献 的 是 哈代 与 李 托 伍德 . 过 两 位 学 
者 以 他 个 自己 所 创造 的 “ 圆 法 "来 研究 昔 林 问题 . 他 们 落 明 当 r> (n 一 2)2" 1 十 5， 
(n > 2) R, A WAA 


3 pii 
y- 
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I(N) = (o _ ceray N" le + o( n7), (1) 


EOR 


BR c = c(z) 是 一 正常 数 ，5 S&ak ( l K Br wt). 

对 余 奉 林 问 题 页 页 最 大 的 是 维度 格拉 条 夫 . EDIAN ki ES BJ am 3C AS TE 
1924 年 发 表 的 。 在 1934 年 ,他 引入 了 一 种 新 的 烽 念 ,大 大 地 收 稚 了 前 人 半 於 华 林 
问题 所 得 的 和 结果. 他 对 於 华 林 问 题 的 研究 持 缠 了 很 多 年 ,逐次 得 出 了 诗 多 光辉 的 结 
果 ( 群 见 下 面 的 表 ). 本 叫 中 已 将 (1) 式 成 立 所 需 的 r(n) EE ra) < [107 log n] 
(n >12). 化 果 庚 教授 在 1947 年 又 将 此 r(n) 降 至 r(n)<2n2' (2log n + log logn + 
+ 2.5). 

对 雁 数 学 家 最 威 典 趣 的 是 关於 G(s) 的 研究 . 有 人 信和 经 做 过 许多 的 数字 计算 ， 
看 出 数目 越 大 ,所 需要 用 来 表示 宪 的 项 数 就 越 少 。 上 比如 说 ,只 有 23 一 数 需 要 9 个 
立方 数 来 表示 ,其 骆 小 认 455 的 数 至 多 需要 8 个 立方 数 来 表示 ,而 从 455 到 12000 
之 间 的 数 则 至 多 只 和 需要 7 个 立方 数 来 表示 等 等 。 因此 ,假若 需要 项 数 最 多 的 只 是 极 
其 少数 的 克 侦 数 , 我 们 就 不 应 恋 把 研究 的 结果 限制 在 冲 权 个 数 上 面 。 哈代 和 与 李 托 伍 
pa RRA 


“log 2 logat lee 2) | 


G(m) <4 E !) | log n—log(n—1) 


MES 18 hr 2 Hb ÉI CHAAR RARAGA IGE, EEk 
HEH TEJ Añ BEBE 我 们 现 将 他 在 1934—1938 #ERIZE;8 RARE BU85 3 ZI 
Ruf BAFER HZ, ERAP EW): 


sE 代 G(n) < r(n) < 
1934 32n (log n)? 
1935 2[n(n — 2) log n + 2n] 
1935 n(6log n + log 216 + 4) 183n°(1 + log n)? 
1935 91n5 (log n + 1)? 


1936 1315 (log n)? 


1936 102 log n 


1937 loglogn \ „3 
9 (1+2.2 zlog ) nĉlog n 


1938 n(4 log n + 8loglogn + 12) 


KEPLER Gla) < n(3logn + 11). RRR G(n) > n, KIERR 
RHR RI ASA skt £ HE logn MER, 

HEER, RATAR HER RKE BER LAERA T E E 
日 的 不 断 辛勤 劳动 的 结果 . MIRA AEREE 1945 年 便 授 予 他 以 社会 主义 
劳动 英雄 的 光 某 称号 . 

维 庄 格 拉 杂 夫 的 方法 壹 可 以 利用 来 决定 g(x)。 KRIE 1772 年 , 欧 拉 全 经 推断 
e(n) = 2” + |(2)]— 2. Æ 1936 4, IE (Dickson) HÆR (Pillai) 即 依 
HEERE ARRE E EA” (method of ascent) WARA n > 6 时 ,除了 某 些 
特殊 的 n ZIRHLAR S. H (1944), JEX (Niven) REAK hr BJ 38481 
对 於 过 些 特殊 的 ndur. 现 鹿 向 未 解决 的 仅 是 n= 4, 5 十 种 情形 . 对 於 过 十 
种 情形 ,目前 最 好 的 结果 是 : 

19 < g(4) < 35; 37 < g(5) < 54. 
O 由 昔 林 问题 及 哥 特 巴赫 问题 ， 我 们 可 以 联想 到 是 否 存在 一 仅 奥 n 有 了 关 的 数目 
r(z) ， 使 不 定 方程 


N Sp 


SHME N R s >r) TRER p G = 1,…, s) 是 限 取 素数 或 0: EAA 
建议 我 们 下 面 的 问题 : 决定 (mn)， 使 不 定 方程 组 
好 十 … 十 加 一 Na， 


pi tee + p, = Ni 
当 +> r(n) 时 对 任何 Ni, …, N, 可 解 . 问题 自然 还 可 以 更 加 推广 .。 对 於 更 群 灵 
的 介 厅 问题 , 斌 如 维 讲 格拉 米 夫 在 本 书 皱 阁 中 所 说 ,“ 我 们 介 才 读者 去 看 华 鞭 上 席 的 优 


秀 专 著 ”. 
稚 说 格拉 采 夫 的 方法 除 用 於 上 述 两 个 问题 及 本 书 中 第 五 章 及 第 十 章 所 壕 用 认 束 
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多 项 式 值 的 分 数 部 份 之 分 做 问题 之 外 , 还 有 着 许多 别 的 重要 应 用 . 华 膝 庚 教 授 在 他 
的 “ 堆 芝 素数 哗 ” 第 一 版 的 附录 中 ,党 属 明 一 条 关於 三 角 和 数 

9+P 
>: e2=il (z) 


*#=0+1 


AJIA IRR EZA, ri 8316 ERA: 

“R ARERR RS C- MAASSA ARENE. 我 们 现 来 
&kuR'EE SHRM, 过 些 应 用 可 以 从 已 知 的 方法 (下 面 公式 右 角 -上 的 数字 即 表 示 有 关 
所 壕 方 法 的 参考 文献 一 一 湖 者 ) 和 无 须 重 大 收 释 郎 可 司 明 : 

1) C(L +i) = O(log s+) 

2) n(x) = liz + Olx e7414), 

3) 中 值 公 式 


lim F ay | Clo + it) |% dt = > d: (n) n 26121 


之 有 效 区 域 ; 
4) R 4(x) AMA 


4 
2 ajte Kae Caj = a; 篇 整数 ) 


RINER, D 篇 此 二 次 形式 之 行列 式 ， W 


A(x) 一 x? = O(x(log xz)3/4+ey D ， 


nD 
O 亲 障 格拉 条 夫 的 方法 又 可 利用 来 决定 一 定 包含 素数 的 区 间 之 长 . EKETA (dy- 

”aakoB) 在 1936 年 信 由 此 苯 明 党 N 甚大 时 ,区 间 (N, N + AN) 内 必 有 素数 ， 
此 不 的 4 塌 一 想 针 常数 。 〈1937 年 Ingham GAE + 改进 篇 2); 也 可 以 用 来 性 
明 不 定 方程 

| Pith maal 
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